UNIVERSIT E PARIS VIII SYST EMES DYNAMIQUES
Licence / matrise de mathematiques 2002-2003
Maitrise d’informatique, option math ématiques

Examen partiel du 30 avril 2003 (suivi de son corri@)

1. (6 points)On donne le systhe difrentiel dan® ?
¥ = 3x+ y+1
Yy = 2 —4y+r(t)
a/ Donner la solutiongyerale du systlme homogne assoei.’
b/ On suppose(t) = 0. Montrer qu’il existe une solution particelié constante du systie complet
(i. e. un point fixe du sysime ; ce point fixe est-il stable?) et donner la solutierégale du sysime
complet, puis I'unique solution de condition initiat€0) = 1, y(0) = 2.

c/ On suppose(t) = e~*. Montrer que le systme complet admet une solution partieuéi de la forme

. 2 1 1 1
(r = a+be", y = c+ de”") (N.B.: on doit trouver: = 5 b = il d = 5) et donner la

solution ggrérale du systme complet, puis I'unique solution de condition initial®) = 1, y(0) = 2.
d/ Que se passe-t-il dans tous les cas pour les trajectoires ldrsguetoc ?

ou () vaut soit0, soite™".

2. (6 points)On donne |Equation difErentielle lirdaire homogne d’ordre 2 dank :

v+t +y=0

Montrer qu'elle admet pour solution particeitée~= . Chercher alors la solutionegérale sous la
2

t . S , . . N , RS
formey = ze™ = et montrer que’ satisfaita uneequation lirgaire homogne que I'on inégrera; on
t

u2 . . e ’ .
en ddduira la solution ghéralez en fonction de| ¢z du, et enfin la solution greérale de [Equation

0
eny. Quelle est I'unique solution de condition initigJe0) = —1, y'(0) = 1?

3. (6 points)On donne IEquation difErentielle dan® :
v ==y +a(t)y + b(1)

Déterminera(t) et b(¢) dans cetteequation de Riccati pour quet et 7 en soient des solutions

particulieres. Rsoudre alors ceteguation. Indications : on posera= y + ¢ et on montrera que cette
3

équation eny devientz’ = —z% +

z, équation de Bernoulli, qui devieatson tour, en posant
2 +1 P
7+ 3t
t2+1

/

t2
la constante, en remarquant uﬁe?) = (1+t*e
2

u = —, I'equation liaire v’ = 1 — u > on résoudra alors cetexjuation en: par variation de
z

2

2

; on en eéduiraz, puisy. N.B. : on doit trouver

1 —Me™ ™

, , : : e L, 1
y = . Déterminer l'unique solution de condition initial¢0) = 3" Verifier que; et—1¢

S

Ede> . |
sont bien des solutions particeles, correspondant respectivemeht= 0 eta — +oc.

TSVP



4. (6 points)On donne le sysme diférentiel dan® 2 :
¥ = —tr— y+te!
Yy = —x—ty+te!
a/ Montrer que{ = ¢, y = e ') en est une solution particefie.
b/ Montrer que le systhe homogne assoeia pour solution gérale :

- =

10

aveca € R, g e R,etl = [0 )

} ,J = (1) (1)] . Calculer cette exponentielle de matrice
2

t t2 .
(N.B.: I commutant avec toute matrice, =’/ = ¢~ ¢7"') et montrer qu’elle peut etrire :
t2
-5 ht —sht
—e 2] €
R(t) = e —sht cht

¢/ En ddduire la solution grerale du systme homogne, puis celle du syastie complet. Quel est le
comportemena T'infini (i. e. pourt — 4oc et pourt — —oc) des trajectoires solutions ?( N.B.
pourt — —oo, chercher une asymptote)

d/ Déterminer l'unique solution de condition initiale(Q) = 2, y(0) = 4).
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Corrig € de I'examen partiel du 30 avril 2003

X S
1. a/ Le systme homogne.{ y o= 2 —dy

Calculons cette exponentielle de matrice:
JA=M|=B+XN4+X)—2=(A+2)(A+5):ilya2valeurs propres;2 et —5.

a pour solution gfrérale [‘z] = ¢4 [a]

Lo M| Do
O | =

1 1] o 1 =11[-2 0
Ker(A—I—Z[)—RL}etKer(A—l—Ii[)—R[ 2},dOU.A— L 2} [ 0 _5} ) et
2 1
tA 1 —1 6—27,‘ 0 g g B l 26—21‘ + 6—57,‘ 6—275 . 6_575 . -
(& == |:1 9 0 6—57,‘ _l l - 3 26—27,‘ o 26—57,‘ 6_2t 4 26_5t ) d ou Ia SO|UtI0n
3 3

gérérale du systime homogne:

9 _
- %(2€—t+e—5t)_|_§(€—2t_e—5t) _ %ﬁe—zt_l_ag_ﬁe—w = Ae 2 4 pe 5
9 _
y = %(Ze_t — 26_5t) + g(e_% + 26_5t) = QT—we—zt — 2%6_51‘ = Xe 2" —2ue™?!
9 _
en posani = atp ety = M
3 3
¥ = =3z+ y+1

b/ Sir(t) = 0, le syseme complet es{ y . On sait qu'il existe alors en

20 — 4y
—3xo+ y+1 = 0

général une solution particiére constante = o, y = yo qui doit SatiSfa"a‘:{ 200 —dyo = 0
0 — =Jo -

. 2 1 Ly . . R
SOitzg = =0 = 5 On en @duit la solution giérale du sygme complet:

2
T = 5 + de™? 4 pe”!

1
y = g_l_)\e—Qt_Qlue—E)t

L 2 1 .
Le point fixe(zo = =0 = 5) est un nceud stable car les valeurs propres desyst—2 et —5

sont strictementegatives.
La solution du systme complet de conditions initiale$0) = 1,y(0) = 2 est dtermirée par le

2
Z — 2 2
- . 5‘|‘)“|‘M 1 9 . ¢ o= Sy Lot
syseme lirgaire : ,dol )\ =1, =—=,soit: ? 1
1 5 y — - _I_ 6_2t _I_ _€—5t
A2 = 2 5 5

5



c/ Sir(t) = ¢7*, le syseme complet est un cas particulier de eyst de la forme:
X' = AX + e [g] + et [g] , 0U ni A ni  ne sont valeurs propres de avec iciA = 0 ety = —1.
Montrons qu'il est alorsdgitime de chercher une solution partieun de la forme* [Z} +ett [Z} :

Tout d’abord, il est immadiat de voir que st; est solution deX’ = AX + eV [g etY; est

solution deX’' = AX + e#! [7] ,alorsY =Y; + Y; est solution deX’ = AX + ¢ [a] + et [7]

5 3 5
D’autre part, siA n’est pas valeur propre dé, alors 'équationX’ = AX + e g admet une

solution particulereY” = e [Z} carY’ — AY = XeM [Z} — AeM [Z} = M\ — A) [Z] doit

étreégal au second membee! g} , d’ou I'equation aux inconnuesetc: (Al — A) ‘cl = g
qui admet, puisque n’est pas valeur propre dé& la solution unique{i] = (AM[—A)™! [g] (Noter

gu’il existe un Esultat analogue plusgéral, lorsquex et 3 sont remplaes par des polyares en,
et que est autorieéa étre valeur propre dd.)

Les calculs d'identification de, b, ¢, d pour trouver une solutior = a + be ', y = ¢ + de™!
—be ! = —3a—3be P+ ec+de P+ 1

conduisent au sysme : Cdet = 2a 4 et — de — dde—t 4 e—t

d’ou (enfaisant — +00):

—3a+ c+1 = 0 —b = —3b+ d S A S .
{ 9 — de :()et{—d: 26_4d+1,dOUa—g,C—g,b—Z,d—ﬁ,CeqUI
. D 2 1 1 1 . iy N
donne la solution particldiez = - + —e¢ ',y = - + —¢7', et la solution grérale du systme
571 572 8 y
complet:
2 1
r = g‘|‘1€_t‘|‘)\€_2t‘|‘/«06_5t
1 1
y = g+§€_t+)\€_2t—2M€_5t
La solution du systr‘gne clomplet de conditions initialeg0) = 1,y(0) = 2 est dstermirée par le
—+ -+ = 1
N AR . 2 19
syseme lirgaire : dou:\ = 3 K= "5 soit:
1 1
—+—+A—2u = 2
s g tATen
212 L, 19
S5t Tyt RS
_ 1 —t 2 2t 19 —5%
YT 5T T3 TS

d/ On voit sur I'expression de la solutioeiggrale que dans tous les cast = 0 our(t) = ™),

21
(z(t),y(t)) — (5, 5) lorsquet — +oo. Dans le cas(t) = e, il 'y a pas de point fixe ; mais

o201 . . C e
dans le cas(t) = 0, le pomt(g, 5) eta la fois point fixe et point limite (pour — +oc) de toute
trajectoire du sysime.



2N\ / 2 2\ 2
2.0n a:<e—%> = —le 7 et <e—%> = (=141*)e"7,dou:
<e‘§>” +1 <e‘§>/ te = (—1+t*—*+1)e ~% =0, donce~ 7 est bien solution particudie
de I'equationy” + ty’ + y = 0. Cherchons donc comme indigjulans le texte la solutioregérale
sous la forme; = ze~= (N.B.: comme cettequation est homage, il est clair que tout multiple de
~% par une constante sera aussi solution ; mais qu’en est-il si le factéest plus constant’> )
Yy =Ze” j—tze 7 (douty =tz'e” j—tzze é)ety”: e é—the T4 z(—1+1%)e” ,dou

enfin:y’ +ty' +y=["—tz'"+ 2(—1+t* —t* +1)] e~ = 0. La dérivée=’ de= est donc solution
. .. 7 e e s A 12 2
de I'équation li®aireens : 7' —tZ = 0, 50|t7 = ¢, qui s'integre ernn S =g lLe.Z =z = Xev,
£2 2 ¢ u? £2 .
qui s’'integrea son tour en = A/ eTdu+p, dolly = ze™ 7 = )\6_7/ ez du+ pe”z (solution
0 0
gérérale de IEquation).
Si y satisfait aux conditions initialeg0) = —1, y'(0) = 1: y(0) = =1 =0+ g, d'ou p = —1,
t
2 42

2 u? 2 N .
et commey’ = e 7Te7 — Ale™ 7 ezdu —tpe~z,y'(0) = 1 = A+ 0,dou ) = 1, soit

0
2 i u2 t2 t2 t u2
Yy = 6_%/ e2du—e 2 =e 2 {/ ez du — 1]
0 0
—1 = —t*—ta(t) + b(¢)

3.Pour que-t et— soient solutions particudres, on doit avoir 1 L a(t) :
t _t_2 = _t_2 + T + b(t)

(1 —1¢2 ?—-1 . _ L .
g . L'equation de Riccati propes’est donc:

b(t) =
141¢2 7 ®) 241
tr—e) -1 o
T y+t2+1;elle est satisfaite pari:
t(1—1?) 2

d'oub(t) = —@ eta(l) =

y/:_y2_|_

1 .. \
,d’ou, siz = y + t, en soustrayant membasmembre :

241
t(1—t%)

e (—1) +
= (yirt)’th—y“r(ery)M = —(y+t)y+t=2)+(y+t)—— =
1+ ¢2 1+ ¢2

tH(1 —t? _ ?+3t . o
( )z soit 2/ = —z? + + z, équation de Bernoulli, qui se transforme en
743t

L+42 7 1+1¢2
divisant par:* et en posant = — en I'équation liaire:u’ = 1 — T
z
u 2t u 1? e

homogne— = —¢ — est:ln— = —— —In(1 + t°), i.e.u =
e 1402 t g ~ I+ ) il = pmy
2 t2
la constante:: v’ = ' + e”7T etu +
t2 t2
2 t676_7 + Xe™ 7 1 1+ t2

> 3t ¢ L3 devientyr -~
1+ o T ey [ F1ye
t2
= 1—|—t2€7:t€2 d’ou —te2—|—)\ etu SOtz =—=—— et
p=0+1) (te=)', d'oup T -

— 22 o+

u. La solution de [Equation

NS

: en faisant varier

= 1, soit

2
, 1= Me 7
finalementy = 2z —t = ———-.
2

Siy(0) = =, A =2, i.e.y = —— . On \Erifie enfin que pouk = 0, on retrouve la solution

1
2 | t+ 2¢ 5
particulierey = n et que pourn — +o0, On retrouve la solutiop = —



4. a/ On \érifie immédiatement quéc™") = —e™" = —te™" — 7' + te™" et, de ne€me, que
(e7") = —e = —e7" —te7" + te7t, donc quex, y) = (e7*, e7") est bien une solution particelié
du syseme. Resta trouver la solution gérale du sysime homogne assoei.

-t =1

-1 -t

le chap. VII, §4, du livre de Christol-Cot-Marle : “Calcul déi‘entiel”, Ellipses, Paris, 1997) que
t

b/ Le syseme homognhe assoeiest X = X. On admettra ici (voir par exemple

A(u)du
lorsqueVs, Vt, A(s)A(t) = A(t)A(s), alors I'applicationt — R(t) = e/o a pour frivée
t

/ Alu)du ,

t— A(t)eso et que 'application?? est donc larésolvante de I’équation7 = A(t)?, ie.

I'application qui est telle que la solutioregérale de cettedquation estX(t} = R(t))?é (NB: ce
n'est pas vrai eng¥ral si A(s) et A(t) ne commutent pas; on s’est limitlans le coura te cas
simple). \Erifions donc ici quel(s) = {:i :i] etA(t) = {j :1] commutent A(s)A(t) =

[(st+1 s+t

sdt si4 1], expression manifestement sgtrique ens et ¢, donc A(s) et A(t) commutent.

t
; : , . L —u —1
Calculons donc cetteesolvante, i.e. calculons I'exponentielle de la matr)ée{ ) u] du =
-1 -

2 2 2
S — t . . t
i t2:| = —51 —tJ,siJ = [(1) (1)] Comme/ commute avec toute matrice (2,29,51
- 2 2 2 2
commute avec-t.J, et R(t) = e 27" = e721 7 = e7 7.7 (on rappelle que a/ab que

AB = BA, B = ¢4.eP et que bleM = e*.1). Il reste donaa'calculere=*/, ce qui peut se faire
soit directement paralieloppement eresie, soit par diagonalisation de Choisissons la preraie
méthode : commd? = [, Vk, J? = [ etVk, J¥+!' = J; donc:

e = i (=" J" = i (_t)zkak—|-§: wjzkﬂ _ i 12k I i tzk;l L
= h=0 h=0 k=0 k=0
cht —sht 2 cht —sht
b= [—Sht Cht] ELA(H) = [—sht cht] '

c/ Il en résulte que la solutionggérale du systme homogne est:

{x} _ 2 [ cht —sht] [a] B e‘é(acht—ﬁsht)
y —sht  chi ] | e~ (Bcht — asht)
et la solution gnérale du sysime complet est:

r = e+ e‘é(acht — [Bsht)

y = e '+ 6_%(ﬁcht — asht)

Lorsquet — +oc, toutes les trajectoires convergent vers l'origine ; et lorgquer —oo, x ety,
2 .\
équivalentaie~*, vont en+oo, avec! — 1 ety —x = e 7 (—ae’' — Be') — 0, donc la prenete
bissectrice est asymptote aux trajectoires gour> —oo.

d/ Les conditions initiales(0) = 2 ety(0) = 4 donnentx = 1 et = 3, soit:
r=et+ e_%(cht — 3sht) ety = e+ 6_%(3Cht — sht).
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