
UNIVERSIT É PARIS VIII SYST ÈMES DYNAMIQUES
Licence / maı̂trise de mathématiques 2002-2003
Maı̂trise d’informatique, option math ématiques

Examen partiel du 30 avril 2003 (suivi de son corriǵe)

1. (6 points)On donne le syst`eme différentiel dansR 2 :�
x
0

= �3x+ y + 1

y
0

= 2x� 4y + r(t)
où r(t) vaut soit0, soite�t.

a/ Donner la solution g´enérale du syst`eme homog`ene associ´e.
b/ On supposer(t) = 0. Montrer qu’il existe une solution particuli`ere constante du syst`eme complet
(i. e. un point fixe du syst`eme ; ce point fixe est-il stable?) et donner la solution g´enérale du syst`eme
complet, puis l’unique solution de condition initialex(0) = 1; y(0) = 2.
c/ On supposer(t) = e

�t. Montrer que le syst`eme complet admet une solution particuli`ere de la forme

(x = a + be
�t
; y = c + de

�t) (N.B. : on doit trouvera =
2

5
; b =

1

4
; c =

1

5
; d =

1

2
) et donner la

solution générale du syst`eme complet, puis l’unique solution de condition initialex(0) = 1; y(0) = 2.
d/ Que se passe-t-il dans tous les cas pour les trajectoires lorsquet �! +1?

2. (6 points)On donne l’équation différentielle linéaire homog`ene d’ordre 2 dansR :

y
00
+ ty

0
+ y = 0

Montrer qu’elle admet pour solution particuli`eree�
t
2

2 . Chercher alors la solution g´enérale sous la

formey = ze
�

t
2

2 et montrer quez0 satisfaità uneéquation linéaire homog`ene que l’on int`egrera ; on

en déduira la solution g´enéralez en fonction de
Z t

0

e
u
2

2 du, et enfin la solution g´enérale de l’équation

eny. Quelle est l’unique solution de condition initialey(0) = �1; y
0
(0) = 1?

3. (6 points)On donne l’équation différentielle dansR :

y
0
= �y

2
+ a(t)y + b(t)

Déterminera(t) et b(t) dans cette ´equation de Riccati pour que�t et
1

t
en soient des solutions

particulières. R´esoudre alors cette ´equation. Indications : on poseraz = y+ t et on montrera que cette

équation eny devientz0 = �z
2
+

t
3
+ 3t

t2 + 1
z, équation de Bernoulli, qui devient `a son tour, en posant

u =
1

z
, l’ équation linéaire :u0 = 1�

t
3
+ 3t

t2 + 1
u : on résoudra alors cette ´equation enu par variation de

la constante, en remarquant que
�
te

t
2

2

�0
= (1+ t

2
)e

t
2

2 ; on en déduiraz, puisy. N.B. : on doit trouver

y =
1� �te

�
t
2

2

t+ �e
�

t
2

2

. Déterminer l’unique solution de condition initialey(0) =
1

2
. Vérifier que

1

t
et�t

sont bien des solutions particuli`eres, correspondant respectivement `a� = 0 et à� �! +1.

T. S. V. P.
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4. (6 points)On donne le syst`eme différentiel dansR 2 :�
x
0

= �tx� y + te
�t

y
0

= � x� ty + te
�t

a/ Montrer que (x = e
�t
; y = e

�t) en est une solution particuli`ere.
b/ Montrer que le syst`eme homog`ene associ´e a pour solution g´enérale :

�
x

y

�
= e

Z t

0

�
�u �1

�1 �u

�
du

:

�
�

�

�
= e

�

t
2

2
I � tJ

:

�
�

�

�
= R(t):

�
�

�

�

avec� 2 R; � 2 R, etI =

�
1 0

0 1

�
; J =

�
0 1

1 0

�
. Calculer cette exponentielle de matrice

(N.B. : I commutant avec toute matrice,e
�

t
2

2
I�tJ

= e
�

t
2

2
I
:e
�tJ) et montrer qu’elle peut s’´ecrire :

R(t) = e

�

t
2

2

�
cht �sht

�sht cht

�
c/ En déduire la solution g´enérale du syst`eme homog`ene, puis celle du syst`eme complet. Quel est le
comportement `a l’infini (i. e. pour t �! +1 et pourt �! �1) des trajectoires solutions?( N.B.
pourt �! �1, chercher une asymptote)
d/ Déterminer l’unique solution de condition initiale (x(0) = 2; y(0) = 4).
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UNIVERSIT É PARIS VIII SYST ÈMES DYNAMIQUES
Licence / maı̂trise de mathématiques 2002-2003
Maı̂trise d’informatique, option math ématiques

Corrig é de l’examen partiel du 30 avril 2003

1. a/ Le système homog`ene :

�
x
0

= �3x+ y

y
0

= 2x � 4y
a pour solution g´enérale

�
x

y

�
= e

tA
:

�
�

�

�
.

Calculons cette exponentielle de matrice :
jA� �Ij = (3 + �)(4 + �)� 2 = (� + 2)(�+ 5) : il y a 2 valeurs propres,�2 et�5.

Ker(A+2I) = R

�
1

1

�
etKer(A+5I) = R

�
�1

2

�
, d’où :A =

�
1 �1

1 2

� �
�2 0

0 �5

� 24 2

3

1

3

�

1

3

1

3

3
5 et

e
tA

=

�
1 �1

1 2

� �
e
�2t

0

0 e
�5t

� 24 2

3

1

3

�

1

3

1

3

3
5 =

1

3

�
2e
�2t

+ e
�5t

e
�2t

� e
�5t

2e
�2t

� 2e
�5t

e
�2t

+ 2e
�5t

�
, d’où la solution

générale du syst`eme homog`ene :8><
>:

x =
�

3
(2e

�t
+ e

�5t
) +

�

3
(e
�2t

� e
�5t

) =
2�+ �

3
e
�2t

+
� � �

3
e
�5t

= �e
�2t

+ �e
�5t

y =
�

3
(2e

�t
� 2e

�5t
) +

�

3
(e
�2t

+ 2e
�5t

) =
2�+ �

3
e
�2t

� 2
� � �

3
e
�5t

= �e
�2t

� 2�e
�5t

en posant� =
2� + �

3
et� =

�� �

3
.

b/ Si r(t) = 0, le système complet est

�
x
0

= �3x+ y + 1

y
0

= 2x � 4y
. On sait qu’il existe alors en

général une solution particuli`ere constantex = x0; y = y0 qui doit satisfaire `a :

�
�3x0 + y + 1 = 0

2x0 � 4y0 = 0
,

soitx0 =
2

5
; y0 =

1

5
. On en déduit la solution g´enérale du syst`eme complet :

8>>><
>>>:

x =
2

5
+ �e

�2t
+ �e

�5t

y =
1

5
+ �e

�2t
� 2�e

�5t

Le point fixe(x0 =
2

5
; y0 =

1

5
) est un nœud stable car les valeurs propres du syst`eme :�2 et�5

sont strictement n´egatives.
La solution du syst`eme complet de conditions initialesx(0) = 1; y(0) = 2 est déterminée par le

système linéaire :

8>>><
>>>:

2

5
+ � + � = 1

1

5
+ � � 2� = 2

, d’où � = 1, � = �

2

5
, soit :

8><
>:

x =
2

5
+ e

�2t
�

2

5
e
�5t

y =
1

5
+ e

�2t
+

4

5
e
�5t
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c/ Si r(t) = e
�t, le système complet est un cas particulier de syst`eme de la forme :

X
0
= AX + e

�t

�
�

�

�
+ e

�t

�



Æ

�
, où ni � ni � ne sont valeurs propres deA, avec ici� = 0 et� = �1.

Montrons qu’il est alors l´egitime de chercher une solution particuli`ere de la formee�t
�
a

c

�
+e

�t

�
b

d

�
:

Tout d’abord, il est imm´ediat de voir que siY1 est solution deX 0
= AX + e

�t

�
�

�

�
et Y2 est

solution deX 0
=AX + e

�t

�



Æ

�
, alorsY =Y1 + Y2 est solution deX 0

=AX + e
�t

�
�

�

�
+ e

�t

�



Æ

�
.

D’autre part, si� n’est pas valeur propre deA, alors l’équationX 0
= AX + e

�t

�
�

�

�
admet une

solution particulièreY = e
�t

�
a

c

�
carY 0

� AY = �e
�t

�
a

c

�
� Ae

�t

�
a

c

�
= e

�t
(�I � A)

�
a

c

�
doit

êtreégal au second membree�t
�
�

�

�
, d’où l’ équation aux inconnuesa et c : (�I � A)

�
a

c

�
=

�
�

�

�

qui admet, puisque� n’est pas valeur propre deA, la solution unique

�
a

c

�
= (�I�A)

�1

�
�

�

�
(Noter

qu’il existe un résultat analogue plus g´enéral, lorsque� et� sont remplac´es par des polynˆomes ent,
et que� est autoris´eeà être valeur propre deA.)

Les calculs d’identification dea; b; c; d pour trouver une solutionx = a + be
�t
; y = c + de

�t

conduisent au syst`eme :

�
�be

�t
= �3a� 3be

�t
+ c+ de

�t
+ 1

�de
�t

= 2a+ 2be
�t
� 4c � 4de

�t
+ e�t

d’où (en faisantt �! +1) :�
�3a+ c+ 1 = 0

2a� 4c = 0
et

�
�b = �3b+ d

�d = 2b � 4d + 1
, d’où a =

2

5
; c =

1

5
; b =

1

4
; d =

1

2
, ce qui

donne la solution particuli`erex =
2

5
+

1

4
e
�t
; y =

1

5
+

1

2
e
�t, et la solution g´enérale du syst`eme

complet : 8>>><
>>>:

x =
2

5
+

1

4
e
�t

+ �e
�2t

+ �e
�5t

y =
1

5
+

1

2
e
�t

+ �e
�2t

� 2�e
�5t

La solution du syst`eme complet de conditions initialesx(0) = 1; y(0) = 2 est déterminée par le

système linéaire :

8>>><
>>>:

2

5
+

1

4
+ �+ � = 1

1

5
+

1

2
+ �� 2� = 2

d’où : � =
2

3
; � = �

19

60
, soit :

8>>><
>>>:

x =
2

5
+

1

4
e
�t

+
2

3
e
�2t

+�

19

60
e
�5t

y =
1

5
+

1

2
e
�t

+
2

3
e
�2t

+
19

30
e
�5t

d/ On voit sur l’expression de la solution g´enérale que dans tous les cas (r(t) = 0 ou r(t) = e
�t),

(x(t); y(t)) �!

�
2

5
;
1

5

�
lorsquet �! +1. Dans le casr(t) = e

�t, il n’y a pas de point fixe ; mais

dans le casr(t) = 0, le point(
2

5
;
1

5
) et à la fois point fixe et point limite (pourt �! +1) de toute

trajectoire du syst`eme.
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2. On a :
�
e
�

t
2

2

�
0

= �te
�

t
2

2 et
�
e
�

t
2

2

�
00

= (�1 + t
2
)e
�

t
2

2 , d’où :�
e
�

t
2

2

�
00

+ t

�
e
�

t
2

2

�
0

+ e
�

t
2

2 = (�1 + t
2
� t

2
+ 1)e

�
t
2

2 = 0, donce�
t
2

2 est bien solution particuli`ere

de l’équationy00 + ty
0
+ y = 0. Cherchons donc comme indiqu´e dans le texte la solution g´enérale

sous la formey = ze
�

t
2

2 (N.B. : comme cette ´equation est homog`ene, il est clair que tout multiple de

e
�

t
2

2 par une constante sera aussi solution ; mais qu’en est-il si le facteurz n’est plus constant? . . . ) :

y
0
= z

0
e
�

t
2

2 �tze
�

t
2

2 (d’où ty0 = tz
0
e
�

t
2

2 �t
2
ze
�

t
2

2 ) ety00 = z
00
e
�

t
2

2 �2tz
0
e
�

t
2

2 +z(�1+t
2
)e
�

t
2

2 , d’où

enfin :y00+ ty
0
+ y = [z

00
� tz

0
+ z(�1 + t

2
� t

2
+ 1)] e

�
t
2

2 = 0. La dérivéez0 dez est donc solution

de l’équation linéaire enZ : Z 0
� tZ = 0, soit

Z
0

Z
= t, qui s’intègre enln

Z

�
=

t
2

2
, i.e.Z = z

0
= �e

t
2

2 ,

qui s’intègreà son tour enz = �

Z
t

0

e
u
2

2 du+�, d’où y = ze
�

t
2

2 = �e
�

t
2

2

Z
t

0

e
u
2

2 du+�e
�

t
2

2 (solution

générale de l’équation).
Si y satisfait aux conditions initialesy(0) = �1; y

0
(0) = 1 : y(0) = �1 = 0 + �, d’où � = �1,

et commey0 = �e
�

t
2

2 e
t
2

2 � �te
�

t
2

2

Z t

0

e
u
2

2 du � t�e
�

t
2

2 , y0(0) = 1 = � + 0, d’où � = 1, soit

y = e
�

t
2

2

Z t

0

e
u
2

2 du� e
�

t
2

2 = e
�

t
2

2

�Z t

0

e
u
2

2 du� 1

�

3.Pour que�t et
1

t
soient solutions particuli`eres, on doit avoir :

(
�1 = �t

2
� ta(t) + b(t)

�

1

t2
= �

1

t2
+

a(t)

t
+ b(t)

,

d’où b(t) = �

a(t)

t
eta(t) =

t(1� t
2
)

1 + t2
; b(t) =

t
2
� 1

t2 + 1
. L’ équation de Riccati propos´ee est donc :

y
0
= �y

2
+

t(1� t
2
)

1 + t2
y +

t
2
� 1

t2 + 1
; elle est satisfaite par�t :

(�t)
0
= �(�t)

2
+

t(1� t
2
)

1 + t2
(�t) +

t
2
� 1

t2 + 1
, d’où, siz = y + t, en soustrayant membre `a membre :

z
0
= (y + t)

0
= t

2
� y

2
+ (y + y)

t(1� t
2
)

1 + t2
= �(y + t)(y + t � 2t) + (y + t)

t(1� t
2
)

1 + t2
=

�z
2
+ 2tz +

t(1� t
2
)

1 + t2
z, soit z0 = �z

2
+

t
3
+ 3t

1 + t2
z, équation de Bernoulli, qui se transforme en

divisant parz2 et en posantu =
1

z
en l’équation linéaire:u0 = 1�

t
3
+ 3t

1 + t2
u. La solution de l’équation

homogène
u
0

u
= �t �

2t

1 + t2
est : ln

u

�
= �

t
2

2
� ln(1 + t

2
), i.e. u = �

e
�

t
2

2

1 + t2
; en faisant varier

la constante� : u0 = �
0
e
�

t
2

2

1 + t2
+ �

�t
3
� 3t

(1 + t2)2
e
�

t
2

2 et u0 +
t
3
+ 3t

1 + t2
u = 1 devient�0

e
�

t
2

2

1 + t2
= 1, soit

�
0
= (1 + t

2
)e

t
2

2 = (te
t
2

2 )
0, d’où � = te

t
2

2 + �, etu =
te

t
2

2 e
�

t
2

2 + �e
�

t
2

2

1 + t2
, soitz =

1

u
=

1 + t
2

t+ �e
�

t2

2

et

finalementy = z � t =
1� �te

�
t
2

2

t+ �e
�

t2

2

.

Si y(0) =
1

2
, � = 2, i.e.y =

1 � 2te
�

t
2

2

t+ 2e
�

t2

2

. On vérifie enfin que pour� = 0, on retrouve la solution

particulièrey =
1

t
et que pour� �! +1, on retrouve la solutiony = �t.
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4. a/ On vérifie immédiatement que(e�t)0 = �e
�t

= �te
�t
� e

�t
+ te

�t et, de même, que
(e
�t
)
0
= �e

�t
= �e

�t
� te

�t
+ te

�t, donc que(x; y) = (e
�t
; e
�t
) est bien une solution particuli`ere

du système. Reste `a trouver la solution g´enérale du syst`eme homog`ene associ´e.

b/ Le système homog`ene associ´e est :
�!
X
0

=

�
�t �1

�1 �t

�
�!
X . On admettra ici (voir par exemple

le chap. VII, x4, du livre de Christol-Cot-Marle : “Calcul diff´erentiel”, Ellipses, Paris, 1997) que

lorsque8s;8t; A(s)A(t) = A(t)A(s), alors l’applicationt 7! R(t) = e

Z t

0

A(u)du

a pour dérivée

t 7! A(t)e

Z t

0

A(u)du

et que l’applicationR est donc larésolvante de l’équation
�!
X
0

= A(t)
�!
X , i.e.

l’application qui est telle que la solution g´enérale de cette ´equation est
��!

X(t) = R(t)
�!
X0 (NB : ce

n’est pas vrai en g´enéral siA(s) et A(t) ne commutent pas ; on s’est limit´e dans le cours `a ce cas

simple). Vérifions donc ici queA(s) =

�
�s �1

�1 �s

�
etA(t) =

�
�t �1

�1 �t

�
commutent :A(s)A(t) =�

st+ 1 s+ t

s+ t st+ 1

�
, expression manifestement sym´etrique ens et t, doncA(s) et A(t) commutent.

Calculons donc cette r´esolvante, i.e. calculons l’exponentielle de la matrice
Z t

0

�
�u �1

�1 �u

�
du =�

�
t2

2
�t

�t �
t2

2

�
= �

t
2

2
I � tJ , si J =

�
0 1

1 0

�
. CommeI commute avec toute matrice (2,2),�

t
2

2
I

commute avec�tJ , et R(t) = e
�

t
2

2
I�tJ

= e
�

t
2

2
I
:e
�tJ

= e
�

t
2

2 :e
�tJ (on rappelle que a/ d`es que

AB = BA, eA+B = e
A
:e
B et que b/e�I = e

�
:I). Il reste donc `a calculere�tJ , ce qui peut se faire

soit directement par d´eveloppement en s´erie, soit par diagonalisation deJ . Choisissons la premi`ere
méthode : commeJ2 = I, 8k; J2k = I et8k; J2k+1 = J ; donc :

e
�tJ

=

1X
n=0

(�t)
n

n!
J
n
=

1X
k=0

(�t)
2k

(2k)!
J
2k
+

1X
k=0

(�t)
2k+1

(2k + 1)!
J
2k+1

=

"
1X
k=0

t
2k

(2k)!

#
I�

"
1X
k=0

t
2k+1

(2k + 1)!

#
J =

chtI � shtJ =

�
cht �sht

�sht cht

�
, etR(t) = e

�
t
2

2

�
cht �sht

�sht cht

�
.

c/ Il en résulte que la solution g´enérale du syst`eme homog`ene est :�
x

y

�
= e

�
t
2

2

�
cht �sht

�sht cht

� �
�

�

�
=

"
e
�

t
2

2 (�cht� �sht)

e
�

t
2

2 (�cht� �sht)

#

et la solution g´enérale du syst`eme complet est :(
x = e

�t
+ e

�
t
2

2 (�cht� �sht)

y = e
�t

+ e
�

t
2

2 (�cht� �sht)

Lorsquet �! +1, toutes les trajectoires convergent vers l’origine ; et lorsquet �! �1, x ety,

équivalents `ae�t, vont en+1, avec
y

x
�! 1 ety�x = e

�
t
2

2 (��e
t
��e

�t
) �! 0, donc la premi`ere

bissectrice est asymptote aux trajectoires pourt �! �1.

d/ Les conditions initialesx(0) = 2 et y(0) = 4 donnent� = 1 et� = 3, soit :

x = e
�t

+ e
�

t
2

2 (cht� 3sht) et y = e
�t

+ e
�

t
2

2 (3cht� sht).
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