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Examen final du 2 juillet 2003 (suivi de son corrig)

1. (6 points)On donne le systhe difrentiel dan® > :

¥ = —x
y = —y+a’
2 = 24P

a/ Determiner I'unique point fixe de ce sgshe dynamique et donner sa nature. Quelles sont les sous-
espaces stable et instable du eyst lireari€ tangent?

b/ Intégrer ce systime (en commemmt par la pren@reéquation et en reportant la solution treav”
dans les deux autres) et donner I'expression de sof floe. donner, y, ~ en fonction des conditions
initiales o, yo, 2o.

. . 1
c/ Montrer que lorsqué — +oo, (2,y,z) — (0,0,0) si et seulement si, = —gxg; montrer

2

. 1 . 1 . .
que de plus siq = —gx?), on a ausst = —3T Si(x,y,z) = ®:(x0, yo, 20), aUtrement dit que le

. , . 1 : .
cylindre(C') deR ® d’equation” = —§X2 est invariant par le flot.

d/ Montrer de nefne que lorsqué — —oo, (,y,z) — (0,0,0) si et seulement si, = 0 et
Yo = —xg; montrer que de plus siy = 0 ety, = —x2, ona aussi = 0 ety = —=?, autrement dit
que l'axelz, d'equationz = 0, y = 0 dansR 2, est invariant par le flot.

e/ Déduire de ce qui mede que le cylindréC') et 'axe Oz sont les sous-vesiés respectivement
stable et instable du syshe en0, 0,0).

2. (6 points)On donne le systme difEérentiel dandk ?
¥ = x(2—2—y)
{ vy = y(=3+4z —a?)
Déterminer les points fixes du sgshe et donner leur nature. Sur un graphique, tracer les nuliclines
et les points fixes avec leurs directions stable(s) et instable(s) quand elles existeisergans le
premier quadrant uniquement la direction du vecteur tangent aux trajectoiresX 0, y’ < 0, etc.) et
le repEsenter sur le graphique. Quel est le sens de parcours (en temps positif) sur les trajectoires qui
s’enroulent autour de I'unique foyer sgulfans le premier quadrant?

3. (6 points)On donne [Equation dif€rentielle dan® ? :

7= AT — |77
ou A admet deux valeurs propres complexes congegu’ & iw, avecw # 0 (on rappelle quer ?
admet alors toujours une base orthoneendans laquelle 'endomorphisme qui a pour matd@ans

. ’- (84 w H ‘¢
la base canoniqueecrit [w a} . on pourra se placer d’eng®’dans une telle base).

a/ Calculer le produit scalaire @', A7 >= 7 A% dans une telle base. Montrer qﬁeest le seul
point fixe du systme.

b/ Montrer que siv < 0, alorsV (%) = || 7||* est une fonction de Lyapounov stricte dah$ pour

le point fixe 0 du syseme, qui est donc globalement et asymptotiquement stable.

c/ Montrer que sie > 0, alors d’'une part le point fixd) est instable, d’autre part la couronne



(C©)={7,Va—c <||Z|| < Va+¢}, ol c est assez petit, par exemple< % est une egion de
confinement pour le flot. On calculera pour cela le produit scalaire du vecteur tangent aux trajectoires

L K
avec le vecteur unitaire sortant de ( pour || = Va+e, et————pour||7|| = Va—e.En
1|

déduireal'aide du tlEoreme de PomcaFBendlxson que le symtie admet alors au moms une orbite
fermée. Montrer, en faisant tendrevers O dans le raisonnemenepédent, que le cerclé'( [ Va)

est une telle orbite fere€. Qu’est-ce quietermine le sens de parcours sur cette trajectoire?

d/ Montrer par I'absurde que le sgshe n‘admet aucune autre orbite feen’s’il en existait une

entlerement dan§ 7 || < v/a; en inégrant sur uneqmodeT d’une telle orbite ferraé la fonctlon
<V, 7' >, 00 V(7) = || 7%, obtenir une contradiction.

e/ Retrouver cesesultats en exprimant le sgshe en coordores cargsiennes et en passant en
coordonmees polaires.

4. (6 points)On donne le sysme diférentiel dan® 2 :
1
o= —yta@@+yt -5 -2 -y

y = x+y($2+y2—§)(1—$2—y2)

a/ Montrer que ce sysimeéequivaut en coordor@&s polaires au syste

1
r'zr(rz — 5)(1 —r?), =1

- 1 .
Que se passe-t-il s = 0, 1 ou—="? On supposera ces cas exclus dans la suite.

V2 /
b/ En posanyy = r?, montrer que ce sysine se transforme en 1y =20 =1.En
—Z3(1 =
y (y 2) (1—y)
. , . , . 1 4 2 2
utilisant la dgcomposition eléments simples = — — 4+ —— montrer

1 Ly 11—y
y<y—§>(1—y) y=3

2
=
Yo(l —yo) . 2 et

1 2
(v-3)
—~ "7 _ ¢l avec) = ie. = —,

y(l—y) ’ (yo_%>2’ i_<r2_%>2 )

1 1
¢/ Montrer que: (i) sD < yo < 7 alorsvt, 0 < y < ; (i) si = < Yo < 1, alorsvi, — < y < 1; (i)

gue cetteequation s’inégre en\

siy, > 1, alorsY¢, y > 1. Etudier pour cela le S|gne deen fonctlon dey, ; pour dlstlnguer entre les

cas (i) et (ii), on pourra utiliser la relatiaft = 2y (y - 5) (1 — y) pourétudier dans chaque cas les

variations dey et del — y.)

d/ En ddduire dans tous les cas I'expression en coordesipolaires du flot ettdier le comportement

a l'infini des trajectoires (il y a un point fixe stable, un cycle limite instable et un cycle limite stable :
faire un dessin illustrant cessultats).
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/

T = —x
1.a/ 7 estévidemment I'unique point fixe du syshe. Le sysime liréari€ tangentes{ v’ = -y
2 = =z

qui a en® un point fixe hyperbolique (aucune des valeurs propréset 1, n’etant nulle), et donc
d’apres le tltoreme de Hartman-Grobman, le syisie non lieaire admet e un point selle pour

point fixe, comme son l@ari€ tangent, dont les sous-espaces stable et instable sont, respectivement
et tous calculs faitst; = {z = 0} (planzOy) et F, = {& =0, y = 0} (axe0z).

b/ On a dabord: = zpe™, d'oliy’ = —y + z2e*" et2’ = » + 22¢~*. Par variation de la constante,
on obtient:
1’2 1’2 .
y = (yo +ad)e™" —xie * etz = (Zo + €0> et — goe_zt, autrement dit:
. . :zjoe_t
o Ll ) = | ot ag)e —age™
y | = %+ Yo = 22 22
z 20 2o + 0 et - 20
3 3
c/ D’ apres I'expression du flot, pour—; —|—oo (x,y,z) — (0,0,0) (le point fixe) si et seulement
g -2t _ a?
Si zo + ? = 0; de plus on a alorsz = —3¢ =5

. . , . X? . .
Donc tout pointzg du cylindre(C') d’equation” + 5 = 0 a pour devenir asymptotique en temps

. e . . X?
positif le point fixe 0, son orbite{®,(74),t € R} restant dans le cyllndr{Z + 5 = 0} :le

2

. X . : . :
cylindre(C) {Z + 3 = 0} est invariant par le flot, en temps positif comme en tenggafif.

d/ De méme, poutt — —oo, (x,y,z) — (0,0,0) (le point fixe) si et seulement si, = 0 et

Yo + 22 = 0; de plus on a alorsz = 0 ety = 0.

Donc tout pomt?c—o> de 'axeOz (d’equationsX = 0 etY = 0) a pour devenir asymptotique en temps
négatif le point fixe 0, son orbite{ ®,(74), ¢ € R} restant sur 'ax&)z : 'axe Oz est invariant par le
flot, en temps positif comme en tempsgaltif.

e/ Il résulte de la dfinition des sous-veeiés stablé 5) et instablg /) que(C') etOz, respectivement,
sont ces sous-vaies. On erifie aussi qu@ﬁs = Fs; = 20y (par exemple parce qu'én, 0,0) le

. . 12 .
cylindre (C') contient les courbeg: = 0,y = t,z = 0) et(x = t,y =0,z = _§)’ ce qui donne
deux vecteurs tangenss(C') en(0,0,0): (0,1,0) et(1,0,0), vecteurs qui engendrent bien le plan
xOy), et queTﬁU =F,=0:z.



2.Les points fixes du sysie dynamique sont I€s, y) qui annulent simultagrnent:’ = »(2—x —y)
ety = y(1—a)(xz—3),s0it:(0,0), (1,1),(2,0) et(3, —1). La matrice jacobienne du sgshe s&crit :

2= 22x—y —x
Tt = [ 4y —2zy  —3 + 4z — 2?
2 0 :
e En(0,0), Jool' = 0 _g| @pour valeurs propres et —3. (0,0) est un point-selle du

lineari€ tangent; comme c’est un point singulier hyperbolique (= aucune valeur propre de
partie Belle nulle), c’est donc aussi d'aw le tlEoreme de Hartman-Grobman, un point-selle
du syseme non lijaire ; direction stableQy ; direction instable Ox.

-2 —
[ ] En (2,0),J(270)F = |: 0 1

du linéari€ tangent; comme c’est un point singulier hyperbolique, c’est donc aussi un point-

a pour valeurs propres2 et 1. (0,0) est aussi un point-selle

selle du systime non liaire ; direction stable?: ; direction instable R {_g] :

-1 -1
[ ] En (1,1), J(I,I)F = |: 2 0

du linéari€ tangent; comme c’est un point singulier hyperbolique, c’est donc aussi un foyer
stable du sysime non liaire.

1 7
} a pour valeurs propres§ + zg (1,1) est un foyer stable

V15
2

-3 -3
® En (3,—1), J(37_1)F - 9 0

foyer stable, du lirari€ tangent comme du sgshe non liaire.

3 . .
} a pour valeurs propres§ + . (3,—1) est aussi un

Les nuliclines sont lesetinions de droites = 0 ety = 2 — « d’'une part (pour:’ = 0) ety = 0,

x = —1 etx = 3 d’autre part (poug/’ = 0). Dans le premier quadrant> 0, y > 0, on az’ > 0
au-dessous de la droiteattjlationy = 2 — z, etz’ < 0 au-dessus; e} > 0 pourl < = < 3, et

y' < 0pourr < 1 oux > 3. Le tra& des nuliclines et de quelques vecteurs du champ au voisinage du
point(1, 1), unique foyer sita'dans le premier quadrant, nepente pas de diffic@®t montre que le
sens de parcours sur les trajectoires spiralant autour du foyerest le sens positif. On montrerait

de méme que le sens de parcours sur les trajectoires qui s’enroulent autour de I'autres feyier

est aussi le sens positif.

3.a/ En se plaant comme indige dans une base dans laquells’écrit [g _Z] , le produit scalaire

< T, AT >="'TAT secrit:[x y] LO; _;"} m = a(z? +¢?) = o || 7|

Il est clair que0’ est un point fixe. S'il en existait un autre, sﬁt(;& ), on auran'A? = ||7|| T,
d'oll, en prenant le produit scalaire avet: o || Z|* = || ||, et, puisquez # 0, || 7[> = o,
d ou en reportant dansdgali€ initiale: A7 = o7, i.e.a seralt alors valeur propre dé, d’ou

w? = det(A — al) = 0, ce qui contredirait I'hypotbsew # 0. T est donc bien le seul point fixe.

b/ V(Yl> = |7 > 0si® # 0 etnevaut0 que siz = 0 ; dautre part, sia < 0,
=

<V >=2 < 247 — 2P 7 >=2(allZIP - IIZ1") = 20|71 (a = I7I]) <

saufsiz = 0.V estdonc pour le point fix@ une fonction de Lyapounov stricte SBF tout entier

sia < 0. Il en résulte que, pour < 0, le point fixe T est globalement et asymptotiquement stable.



c/ Sia > 0, les deux valeurs propres du diari€ tangent en() a + +iw, sont de partiegélle
strictement positive, donc le point fix@ est instable. Montrons gue sur les bords de la couronne (C)
{Va —c <||Z|] < Va + ¢} leflot est toujours rentrant :

e Si||7|| = Va+¢, le produit scalaire du vecteur tangent avec le vecteur normal unitaire sortant
1
est:< 7', —— >= <AZ,Z>-||7||") = (Va+e)[a—(Va+e)] =
Iedl Va+e ( )= ) ]

—e(2y/a +¢) (Va+¢) < 0, donc I'angle entre les deux vecteurs est obtus et le champ est
bien rentrant sur le bord extieur de la couronne (C).

e Si||7|| = va—e¢, le produit scalaire du vecteur tangent avec le vecteur normal unitaire sortant

oSt ] > ﬁl_g (- <A77 > +[|Z|") = (Va—¢) [ra+ (Va —2)] =

€ (\/E — 5) (—2v/a + &) < 0 poure assez petit, donc I'angle entre les deux vecteurs est obtus
et le champ est bien rentrant sur le boreenur de la couronne (C) aussi.

Et comme la couronne (C) ne contient pas de point singuliegsiilté du teoreme de Poincar
Bendixson que (C) contlent une orbite fexen Ce raisonnementant valable pour tout > 0, c’est
donc que le cerclé( [ ,Va) est une telle orbite ferge.

Le sens de parcours sur le ceré(e() Vo) est dtermir€ par le signe de. En effet:

L A e e e e e ] e ] E A
w o w o w 0 1 0

vecteur{(l) _(1)] 7 est le vecteur eduit du vecteur normal sortamt par la rotation d’angle'rg ;

donc@’ oriente le cercle dans le sens positif.si> 0 et dans le sensagatif siw < 0.

d/ Si le systme admettait une autre orbite fesrm'soit{ﬁ te 0,7 } avecz (T} = z(0), on

auraito = V (2(1)) — v (2(0)) = PR A=A 2||7||2 a— [[2|) dt; mais
i i ( )

I'intiegrande est soit strictement positif (i’ || < +/«), soit strictement egatif (si|
l'int'egrale ne peut en aucun adse nulle, contradiction : donc le sgste dynamique n’admet aucune
autre orbite priodique (= fernee).

e/ En coordoneés cassiennes, le sysine s&crit
| e —wl e e a7 ar —wy — (2 +yHz | ,, .
AR | M RS B ool
o v’ +yy' = w(ax—wy)—2?(2? +y?) tylwr+ay) — (2* +y°)y* = [a — (2 + y?)] (27 +17)

2(1-2)

vy — 'y x(wr 4 ay) — (2* + y?)ay — ylar —wy) + (22 + y?)ay ( y2>

/

. . —2r
soit: 7' = (a — r?)r?, soit encore —
.,

° = = W
2 2

soit: (1 4 tan® )0 = w(1 + tan® @), soit encore & = w.



, . 1 § . g2 = 201 —az)
En coordoneés polairesr, 0), et en posant = —, le syseéme s&crit donc: 0 "
T. =

D’ou (en choisissant de reper I'angled par rapportd,, i.e.6, = 0): § = wt et d’autre part:

o

e SOitar = 0: 2z = 2z + 2t,l.e.r = , qui tend verd) pourt — +o0, l'intervalle

1+ 27“(2)1‘

, . . i 1
maximal d’existence de la solutiot(t) etant} 5,20 10 [
To

e Soita # 0 et alors:’ = —2az + 2 s'integre (par variation de la constante) en:
1 ( 1) —oat ) a
z=—4lzg—— )€ ,Solt:r =
(8% (8%

1+ (% - 1) g2t
To

-lorsquea < 0, r — 0 pourt — 4oo quel que soity (sauf0), I'intervalle maximal
2

QTO , +oo [ . 0 est alors un point fixe attractif.
g —«
-lorsquea > 0, r — /o pourt — +oo quel que soit, (sauf0) ; et pourry < o, r — 0

pourt —s —oc (intervalle maximum d’existenceR tout entier), tandis que pout > /o

7“2

: : . . 1
I'intervalle maximal d’existence de la solutioift) est encor% ~%a In —2%— +oo [: T est
o

. . 3 1
d’existence de la solution(t) etant] ~%a In
«

2
g —«

un point fixe Epulsif et le cercl@(ﬁ, v/a) est alors une orbite feree’ attractive, i.e. un cycle
limite attractif.

! !

. L, X X . ,
4.a/ On calcule comme dans I'exerciceptfient: 2’ +yy’ etu our obtenir comme annoec
vy 2

ro = 0 est un point fixe de &quation err, donc@ est un point fixe du systme ;1o = 1 etrg = 7

sont aussi des points fixes dedUation enr, et comme [Equation erd (qui s’integre erd = 6, + ¢)
1

)

est découpée de [Equation em, la variabled décritR tout entier, et les cercléﬁ(ﬁ}, 1) etC(ﬁ},

=

sont des trajectoires particelies (orbites ferees) du sysime.

b/ Les calculs du texte se font sans diffieylia valeur de la constantes’obtenant en faisarit= 0.

t

g . 1 1 2 P .
On en a&duit en continuant le calcul, qué — -~ = +-— % Pouren éduirer en fonction de,
2" 2t e

il faut prendre quelques pcautions :

c/ D’abordy = r? est toujours strictement positif (on a exclu le ggs= 0 apes le a/) et d’autre
part, siyo > 1, alorsyo(l — yo) < 0, et donch < 0, d'ou y(1 — y) < 0 pour toutt, ce qui

impliquey > 1 (puisquey < 0 est exclu). Resta évaluer les cag < y, < 5 et§ < yo < 1.
On peut, comme y invite le texte, faire le raisonnement suivant: pourjt@itictement compris

1 1 , . .
entre( et 3 onay = 2y (y — 5) (1 —y) < 0, doncy ne peut que eratre: il en Esulte que

, : 1 - . : 1 : .
Slyy < 5, on aura aussy < 5; et de n€éme, siy, > 5, on aura aussy > 5 Mais on pourrait



aussi utiliser le fait que des trajectoires distinctes d’unesyst autonome ne se coupant jamais, la

trajectoire fernee constitee par le cercl€ (ﬁ, —) est donc une bamie infranchissable pour le

V2 )
flot: en effet une trajectoire ayant au moins un point darsr < — (ou d'ailleurs dang > —)
V2 \/15
est récessairement distincte de la trajectoire conséitpar le cercle en question, sur lequet ﬁ
1 1 W A .
pour toutt. Doncry < — = r < — et de n€me (n€me raisonnement pour le cerdeﬁ}, 1))
) ) V2 V2
— <rp<l=—4=<r<l
Vo o V2
d/ On peut alors exprimeren fonction de en distinguant les cas (i), (ii) et (iii) :
Si0<ry < ! alorsA > 0 et0 < c? < 1; commer? reste infa'rieurai1 c’est que
. T.O —l I 1 r _l
V2 VA+eé 2

WJes

2

e 1
re = ; dans ce cas;,— 0 pOUHL — +oo etr — — pOUHL —r —0O0. ﬁ

Ve V2

est un point fixe attractif (= stable) et le cer(’:’l{ﬁ, —) un cycle limite epulsif (= instable).

V2

(NN
(NN

WJes

1 N € . . .
e Si— < ry < 1,alors) > 0 et de n€mel < ——— < 1; mais comme-? reste supfieura

V2 VA+é

1
+ < ; et dans ce cas — 1 pourt — 400 etr —s — pour

V4 el V2

. . 1
t — —oo:le cercleC(ﬁ, 1) est un cycle limite attractif et le cerc&(ﬁ, E) un cycle

Wl

[N
[N

1, 9
5,cestquer =

limite répulsif.
3
e Enfin, sirg > 1, alorsA < 0 et S 1; commer? reste supfieura 1, c’'est que
V4 el
9 1 1 ez —
r* = -+ ————,;dans ce cas — | pourt — +oc: le cercleC( (', 1) est un cycle

22 VA+€
limite attractif, et enfin I'intervalle maximal d’existence de la soluti¢t) est]In |A|, +oo.

Autotal, il y a donc bien un point fixe stable : I'origine, un cycle limite instable : le ce:h{d_f, 7§> :

et un cycle limite stable : le cerc[é(ﬁ, 1).

N. B.: ces exercices sont librement ingsy ou directement s, des livres de L. Perkd®ifferential
equations and dynamical systems (Ed. Springer) et S. Strogationlinear dynamics and chaos (Ed.
Addison Wesley), dont la lecture est vivement conseithuxetudiants.



