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1. (6 points) Calculerle carŕe du nombrecomplexe ��� � ���	� �� �	
 � ����� �� ; endéduiremodule

et argumentde � , à partir deceuxdesoncarŕe. Donnermoduleet argumentde 
�� � �� � 
� et de
�
 .

Donnerla formealgébriquede
�
 et endéduireque:���������� � � � � � � ��� � ��� � �� , et que: �����	���� � � � � � � � ��� � ��� � �� .

2. (6 points) On rappelleque les seulesracinesdans � de l’ équationen  :  "! �  �$# �&% sont
lesnombrescomplexes '(�*),+.-0/1 et ' ! �*)32 +.-0/1 .

Montrerquel’ équationen 4 : 465 � 4�7 �8# �*% (1)

estéquivalenteà: 9  ! �  �8# � %4 7 �  
Résoudreles équationsen 4 : 4 7 �:' et 4 7 �:';! dans� , sousformetrigonoḿetrique,et endéduire

les8 solutionsde l’ équation(1), sousformetrigonoḿetrique,puissousformealgébrique.Repŕesenter
ces8 nombressurle cercleunitédu plancomplexe.

3. (3 points) Après avoir montŕe qu’elle est inversible,inverser(par exemplepar descombinaisons

linéairesdelignesd’un syst̀emelinéaire)la matrice<*� =>>?
# # # ## @6A�� # ## # @�A6� ## # # @�A��

BDCCE .

(Indication: on pourracommencerparretrancher, dansle syst̀emeen FHG0I3GJ4KG0L consid́eŕe, la 1M ligne
detouteslesautres.)

4. (9 points) Dans N(O muni de la basecanonique PQSR �T )�U =? #%% BE G �T ) ! =? % #% BE G �T ) O =? %% # BE GWVSXY , on donnel’en-

domorphismeZ défini par Z\[ �T )�U^]_� �"� �T ) ! ��� �T ) O , Z`[ �T ) ! ]a� �T )�U � � �T ) ! � �T ) O , et Z\[ �T ) O ]_� � �T )�U � � �T ) ! � �T ) O .
Donnerla matrice< de Z dansla basecanonique.Calculervaleurspropresetvecteurspropresde < .

(Indications: pourcalculerdet ( < �cb,d ), ajouterla 2M ligne à la 3M , puis retrancherla 3M colonnede la
2M , avantdedévelopperle déterminant; pour le calculdessous-espacespropres: résoudrelessyst̀emes
obtenus,parexempleparrapportà F et I enfonctiondu param̀etre 4 .)

Montrerque < estdiagonalisablesur N , donnerla matricede passagee de la basecanoniquèa la
baseproprechoisieet soninverseegf U , et calculer<ih pour jlknm et )�oqp pour LrksN .



Corrig éde l’examenpartiel (MPE) du 13 avril 1999

1. � ! � t � ��� � �6u !� � t � �v� � �6u !� � 
�xw � ! � [ � � ] ! � � �� ��
 � �� �y)�z - { ; donc,si �l�y|6)�z~} ,| ! ) ! z~}r�*)�z�- { , soit: |�� #
et ��� � � ou � � � � ; mais � ayantsapartieréelleet sapartieimaginairetoutes

deuxpositives,��� � � , i.e. ���y)�z - � . D’autrepart, 
n�y)�z - � , d’où
�
 �*)�z - � f z - � �y) f z -+ { � ���6������ ��
 �����8���� .

Mais l’expressionalgébriquede
�
 s’écrit:� 
� 
 � ! �n� � ��� � �� ��
 � �v� � �� � � � �� � 
��� � � � � ��� ���*� �v� � �� ��
 � � � ��� �v�8� ��� � �� .

On enendéduitbienque:����� ���� � � � � ��� ��� � ��� � �� , et que: ����� ���� � � � � � ��� ��� � ��� � �� .

2.Enposant 8�y4 7 , l’ équation(1) devienteneffet  "! �  ��# �y% , soit  8��' ou  8��';! ; d’où 4 7 ��' ou4 7 ��'�! . L’ équation4 7 ��' s’écrit,avec 4��y|�)�zD} : | 7 ) 7 zD} �*) ! z - 1 , soit |�� #
et ��� � � �g� � � [ � �y%WG # G � G � ] ,

d’où les 4 solutions: 4���)�z - � GJ4���)�z +.-1 [���'�]�GJ4���) f z�� -� GJ4���) f z - 1 [�� � 'K] . Et de même,l’ équation4 7 ��';! s’écrit, avec 4���|6)�zD} : | 7 ) 7 z~} ��)�fK! z - 1 , soit |¡� #
et �¢� � � � �8� � � [ � �£%KG # G � � ] , d’où les4

solutions: 4(�y) f z - �WG¤4(�*) f z +.-1 [���' ! ]¥GJ4��*) z�� -�rGJ4��y) z - 1 [�� � ' ! ] .
Il y a ainsi8 solutionsà l’ équation(1) : )�z�¦ -� GJ)�z ¦ -1 GJ)�z�¦ +.-1 GJ)�z�¦ � -� , qui ont pourexpressionalgébrique:§ #� § 
 � �� et

§ � �� § 
� .

Une repŕesentationgraphiqueles fait apparâıtre aux emplacementsdesheuressur le cadrand’une
horloge,saufauxheures3, 6, 9 et 12.Cesonteneffet lesracines12M©¨ del’unit é qui nesontpasracines
4Mª¨ (qui sont

# G ��
 G ��# et


, à 3, 6, 9 et 12 heures),puisque4 U ! �c# �«[¬4 5 � 4 7 �8# ]¥[�4 7 �	# ] .

4. Enretranchantdansle déterminantde < la 1M ligne detouteslesautres,onobtient:­¯®±° <y�£²²²²²²²²
# # # #% � A�� % %% % � A�� %% % % � A�� ²²²²²²²²

�´³ ���µ O(¶�y% , donc < estinversible.L’inversiondela matrice< conduit

demême,àpartir du (multi-)syst̀eme:P··Q ··R
F � I � 4 � L´� # % % %F � ¸! I � 4 � L´� % # % %F � I � ¸! 4 � L´� % % # %F � I � 4 � ¸! L´� % % % #

ausyst̀eme:

P··Q ··R
F � I � 4 � L´� # % % %O ! I � ��# # % %O ! 4 � ��# % # %O ! L´� ��# % % #



soit:

F �I �4 �L´� =>>?
� �"��A � �v��A � �"��A ��"��A � ��A � % %�"��A � % ��A � %�v�6¹ � % % ��A �

B CCE �8< f U
4. <8� =? % # ��"� � �� # # BE apourpolynômecaract́eristique:­¯®±° [¬< ��b,d ]_� ²²²²²²

�vb # ��v� � ��b �� # #���b ²²²²²²
� ²²²²²²

�vb # ��"� � ��b �% �º��b ����b ²²²²²²
� ²²²²²²

�vb �"� ��"� �"b �% % �º��b ²²²²²²�»[ �º��b ] ²²²²²²
�"b �"� ��"� �"b �% % # ²²²²²²

�«[ �º��b ]¥[ b ! ��� ]_� � [ b¼��� ]±[ b½��� ]±[ b¾��� ] .
Il y a donc3 valeurspropresréellesdistinctes:

�"� G � , et
�
. < estdoncdiagonalisablesur N .

Équationsde ¿À)Á|K[¬< ����d ] :9 �"� F � @ I � � 4 � %� F � I � � 4 � % , soit: 9 � I � � 4 � %� F � � I � % , c’est-̀a-dire: F¢�ÂI½� � 4 , et¿À)Á|W[ª< ����d ]a�8N =? ##��# BE .

Équationsde ¿À)Á|K[¬< ����d ] :9 �"� F � I � � 4 � %� F � I � 4 � % , soit: 9 � I � � 4 � %� F � � 4 � % , c’est-̀a-dire: F¢� � I½�*4 , et¿À)Á|W[ª< ����d ]a�8N =? #��## BE .

Équationsde ¿À)Á|K[¬< �Ã��d ] :9 � F � I � � 4 � %��� F � I � � 4 � % , soit: 9 �v� F � � I � %� F � � 4 � % , c’est-̀a-dire: F¢�yI¼�y4 , et¿À)Á|W[ª< �Ã��d ]a�8N =? ### BE .

D’où e:� =? # # ## ��# #��# # # BE . Calculde egf U :
PQSR F � I � 4 � # % %F � I � 4 � % # %� F � I � 4 � % % # , soit: PQSR F � I � 4 � # % %F � � I � ��# # %� I � � 4 � # % # , soit:

PQSR F � I � 4 � # % %I � U! � U! %4 � % U! U! , soit encore: PQSR F � U! % � U!I � U! � U! %4 � % U! U! , et

e¼f U � =? U! % � U!U! � U! %% U! U!
BE (vérification: e�egf U � d ).



<iÄW�*egf U <veÅ� =? �"� % %% � %% % � BE , d’où <iÄ h�� =? [ �"� ]�h % %% � h %% % � h BE et ) oqpWÆ � =? )�fK! o % %% )Ç! o %% % ) 7 o
BE .

Il s’ensuitque:

<ih��yeº<iÄ h�egf U � =? # # ## ��# #��# # # BE =? [ �"� ] h % %% � h %% % � h BE =? U! % � U!U! � U! %% U! U!
BE � =? !�È�ÉËÊ�fK! ÌÍÈ! 7 È fK! È! 7 È�fWÊ�fK! ÌÍÈ!Ê.fK! ÌqÈ�fK!�È! 7 È É,! È! 7 È�fWÊ�fK! ÌÍÈ!!�È^fWÊ�fK! ÌÍÈ! 7 È fK! È! 7 ÈÁÉËÊ�fK! ÌÍÈ!

BE ,

et,demême,que:

) oqp �*e�) oqpKÆ e¼f U � =? # # ## ��# #��# # # BE =? ) fK! o % %% )Ç! o %% % ) 7 o
BE =? U! % � U!U! � U! %% U! U!

BE � =?xÎ +.Ï É Î 2 +.Ï! Î { Ï f Î +.Ï! Î { Ï f Î 2 +.Ï!Î 2 +.Ï f Î +.Ï! Î { Ï É Î +.Ï! Î { Ï f Î 2 +.Ï!Î +.Ï f Î 2 +.Ï! Î { Ï f Î +.Ï! Î { Ï É Î 2 +.Ï!
BE .


