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1. (6 points) Calculerle care du nombrecomplexe o = 5 +1 5 ; endéduiremodule
s . , V3 i o
etagumentde «, a partir de ceuxde soncar€e. Donnermoduleet algumentde 5 = > + 3 etdeB.
Donnerlaformealgébriquede% etendéduireque:
T V6+3v2+V2 -2 1 —V6-3V2+V2+2
Ccos — = , etque: sin — = .

24 4 24 4

2. (6 points) On rappelleque les seulesracinesdansC de I’ équationen Z: Z* + Z + 1 = 0 sont
lesnombrescomplexes; = s etj? = e,

Montrerquel’ équationenz: 28 + 2* +1 =0 (1)

, [ Z*+Z+1 = 0
estéquialentea: A _ 7

Résoudrdes équationsenz: z* = j etz* = ;52 dansC, sousformetrigononétrique,et endéduire
les 8 solutionsde I’ équation(1), sousforme trigononétrique,puis sousforme algébrique.Repgésenter

ces8 nombressurle cercleunité du plancomplexe.

3. (3 points) Apres avoir montie qu’elle estinversible,inverser(par exemple par des combinaisons
1 1 1 1
1 5/2 1 1
1 1 5/2 1
1 1 1 5/2

(Indication: on pourracommenceparretrancherdansle sysemeenz, v, z, t consiceré, la 1¢ ligne
detouteslesautres.)

linéairesdelignesd’un sysemelinéaire)la matriceA =

1 0 0
4. (9 points) DansR? muni de la basecanonique{ e |0 | ,e |1|,e |0, p, ondonnelen-
0 0 1

domorphismey défini pary(e7) = —2e + 2e3, ¢(e5) = e + 3@ + e3, etp(es) = 3e; + 3e; + &;.
Donnerla matriceA de ¢ dansla basecanoniqueCalculervaleurspropresetvecteurgropresde A.
(Indications pourcalculerdet(A — \I), ajouterla 2¢ ligne ala 3¢, puisretrancheta 3° colonnedela
2¢, avantde déwelopperle déterminant pourle calculdessous-espacgwopres résoudrdes sysemes
obtenusparexempleparrapportax ety enfonctiondu parangtrez.)
Montrer que A estdiagonalisablesur R, donnerla matricede passage’ de la basecanoniquea la
baseproprechoisieet soninverseP—!, etcalculerA™ pourn € N ete' pourt € R.
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1.042:( 2+ﬂ)2—( ) \/ \[ \/_ ‘7 ; donc,sia = re®,

4
r2e?? = ¢i1, soit:r = 1 et = g ou § + 7 maisa ayantsapartlereelleetsapartlelmaglnalretoutes
™ 7l' ™ 7r '/T
deuxpositivesf = —,i.e.a = ¢'5. D’autrepart,3 = ¢'s dou— = e'571% = ¢ i3 = — —
p 8 a=e part,3 = e’ 3 e cos o/ 1sin YR

MaisI’expressioralgébriquedeg s’écrit:

B (V2+V2 ,\/2—¢§><\/§ z’)_\/6+3\/§+\/2—\/§ V6-3v2—12+V2
a——= +1 - —5]= + -
EE 2 2 2 2 4 4

Onenendéduitbienque:

T V6+3v2+V2 -2 -6 — 3\f+\/2+\f
cos o= 1 etque sin o= 1

2.EnposantZ = 2%, I' equation(1) devienteneffet Z72+7+1 = 0,soitZ = jouZ = j?;d’ouz* = jou

2* = j2. L' équation* = j s'écrit,avecz = re? : rte*? = 23 soitr = 1 etf = %-i—kg(k =0,1,2,3),
d'oll les 4 solutions z = €5,z = ¢'3 (= j),z = e "6,z = e '3 (= —j). Et de méme, I’ équation
4 = 52 g'écrit,avecz = re : rie¥? = ¢=%3 soitr = 1 et = —g + kg(k =0,1,23),dou les4

;2T

solutions z = e7%5, 2 = ¢~ % (= j%), 2 = ¢''0 , z = €3 (= —j )

II y aainsi8 solutionsal’équation(l): ei%,ei%,ez% e , qui ont pourexpressioralgébrique
Ll VB3
2 2 2 2

Une repesentatiorgraphiqueles fait apparére aux emplacementdgesheuressur le cadrand’une
horloge, saufauxheurei% 6,9 et 12. Cesonteneffet lesracinesl2* del’unité qui nesontpasracines
4% (quisontl, —i, —1 eti, a3,6,9 et12 heures)puisquez!? — 1 = (28 + 2 + 1)(2* - 1).

4. Enretranchantansle determinantle A la 1¢ ligne detouteslesautrespn obtient:
1 1 1 1 ,
0 32 0 0] (3 : L . . _
0 0 3/2 0 _<§) # 0, doncA estinversible L'inversiondela matriceA conduit
0 0 0 3/2

deméme,a partir du (multi-)syseme:

det A =

T + y 4+ z + t=1000
T + 3y + 2z + t=0100
T+ oy + 3z + ot 0010
T+ y + z + 3 =0001
ausyseme:
r + v+ z + t = 1
3
2y -1

N

N

I

—_
o O~ O
o = O O
— o O O



r = 3 —2/3 —2/3 —2/3
T —-2/3  2/3 0 0 a1
ot > — |93 0 23 o |4
t = —273 0 0 2/3
[0 1 31
4. A= -2 3 3} apourpolynbmecaracéristique
[ 2 1 1J
—A 1 3 —-A 1 3
det(A-X)=|-2 3-X 3 |=|-2 3-) 3
2 1 1—A 0 4—X 4—)
-2 -2 3
=(A4-N)]|-2 =X 3|=d-IMDN-4)=-A+2)(\—
0 0 1

A -2 3

=|-2 -\ 3
0 0 4-2A

2)(\ — 4).

Il'y adonc3 valeurspropresréellesdistinctes —2, 2, et4. A estdoncdiagonalisableurR.

Equationsde Ker(A + 21):
-2z 4+ by + 3z 0 .| 6y + 62 0 et s i e
{ % 4+ y 4+ 3z = 0 ,50|t.{4x ~ 4y O,cestadlre.ac_y_ z, et
1
Ker(A+2I)=R| 1
—1
Equationsde Ker(A — 21)
—2r + y 4+ 3z = 0 ] 2y + 2z 0 et ndira
{ % + Yy — z = 0 ,50|t.{4x ~ 4 0,cestadlre.gc_ y =z et
1
Ker(A-2I)=R| -1
1
Equationsle Ker(A — 41)
2z + y — 3z =0 Lo 2z + 2y 0 s
{—43: Loy o+ 32 = 0 ,smt.{ 6r — 62 0 ,c’esta-dire:z =y = z, et
|
Ker(A—4I)=R[1 :
1)
1 1 1
DouP=|1 -1 1/|.CalculdeP:
-1 1 1
r + vy + 2z =100 r + y + 2z = 1200
r —y + 2z =01 0,s0it:{ =z — 2y = —1 1 0 ,soit:
-z + y + 2z =0 01 2y + 2z = 1 0 1
r + vy + 2 =1 00 x =1 0 —3
Y = 1 —3 0 ,soitencore Y = 7 —3 0 et
z =0 5 3 z =0 5 3
b0
Pt=15 -1 0 | (vérification. PPt =1).
0 3 3



-2 0 0 (=2) 0 0 e 0 0
A=P'AP=|0 2 0|,doud™=| 0 2° O |ete =] 0 €* 0
0 0 4 0 0 4~ 0 0 et
Il s’ensuitque:
AN gnogn An— ()
1 1 172" o o][t o -1 5 7 5
Ar=PA"P1=| 1 -1 1 0 20 0|4 -1 o |=|EL2 4 2oCAF
-1 1 1 0 0 4]0 5 3 ARG I
et,deméme,que:
2t —2t e4t_e2t e4t_e—2t
1 1 1)[e® 0 o][s 0 -} R I e
etA — PetA’P—l — 1 -1 1 0 e2t 0 1 1 0 B B
_1 1 1 0 0 €4t (2) 12 l e2t_2€—2t e4t382t e4t_|_26—2t
2 2



