TES ' - 1997-98

Examenfinal (2¢ sessiondu 21 septembie 1998

1. (4 points) a/ Calculermoduleet agumentdesnombrescomplexes/3 + i et /3 — i ; b/ résoudredans
C les2 équations z°> = /3 + i etz? = /3 — i, d’abordsousforme exponentielle puis sousforme algé-
brique; ¢/ réesoudredansC I' équation Z2 —2v/3Z +4 = 0; d/ déduiredeb/ etc/ lessolutions sousforme
algébriqueet sousforme exponentielledel’ équationdansC : z* — 2v/32% + 4 = 0.
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1
o deR? défini parp(e7) = 4e7 + 265 etp(es) = —e; + €. Donnerla matrice A de ¢ dansla base
canoniqueCalculerA™, pourn € N etexptA pourt € R.

2. (4 points) R? étantmunidela basecanonique{e_f [(1)] , € [ ]} ondonnel’endomorphisme

3. (5 points) SoitI’ équationdifferentielleeny : y" — 4y’ + 4y = (2t — 1)e* (1)

a/ Quelleestla solutiongéreraledel’ équatiorhomogneassogee?

b/ Montrerqu'il existeunesolutionparticulieredela formey = t?(at + b)e?.

c/ En déduirela solutiongéréralede (1), puis 'unigue solutionde (1) qui satishit aux conditionsinitiales

y(0) = 1,4'(0) = —1.
4. (5 points) On donnele sysemedynamiqueatempsdiscret(ou a € R) :

Upy1 = QUy — Uy +1
Vppr = 02Uy, + v, + 2

a/ Onsupposer = 0. Détermineru,, etv, enfonctionden etv,. Le sysemeadmet-ilun équilibre?

b/ On supposealanstoutela suitea # 0. Montrer quele sysemeadmetalorstoujoursun équilibre (u, v)
qguel’on détermineraenfonctionde .

¢/ Onsupposer = 1. L'équilibreest-il stableou instable?

d/ Onsupposex = —. L’équilibreest-il stableou instable?
(N.B.: dansc/ etd/ onnedemandgasde calculeru,, etv, enfonctionden, uq etvg.)

5. (8 points) Ondonnele sysemedynamiquea tempscontinu:

(1)

!

¥ = —br+6y+t
y = —x+tet

a/Montrerquele sysemehomogneassode admet’origine (0,0) commepointd’équilibrestable.
b/ Diagonaliseda matrice j 0
vecteurgpropres.SoientX etY lescoordon@esdanscettebasedu vecteurde coordonieesz ety dansla
basecanonique exprimer X etY enfonctiondex ety, etinversement.

c/ Endéduirequele syseme(1) enz ety estéquivalentausysemeen X etY :

enverifiantque{w = 3¢ + &, vV = 2¢] + e } enestunebasede

X' = -3X+t—-2e?t 2)
Y' = —2Y —t+3tet
Résoudrece sysemeenveérifiantqu'il admetla solutionparticuliere:
1 1 1 1 P . L, N
X=—+_-t—(t—2)e ", Y =- —_t+3(t—1)e”", etendeéduirela solutiongéréraledu syseme(1).
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d/ Déterminer’unique solutiondu syséme(1) qui passeent = 0 parz, = 3% =5



