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1. (4 points) a/ Donnermoduleet argumentdesnombrescomplexes ����� � � et �
	�� � � .
b/ Résoudredans� lesdeuxéquations: 
���������� � � et 
��
���
	�� � � d’abordsousformetrigono-
métrique(exponentielle),puissousformealgébrique.
c/ Résoudredans� l’ équation: 
 � 	���
�������� .
d/ Déduiredeb/ et c/ la résolutiondel’ équationdans� : 
���	���
 � ������� .
2. (6 points) Soit  l’endomorphismede ! � défini dansla basecanonique

" 	# $�%'& ��)(+* 	# $ � & � �,(.- par: )/ 	# $�%10 �324 	# $�% 	 %5 	# $ � et  )/ 	# $ � 0 �6	 �4 	# $�% �624 	# $ � . Quelleestla matrice7 de  dansla basecanonique?
Donnervaleurspropreset vecteurspropresde  ; calculer798 , pour :<;>= , et ?A@CBEDF7 , pour D�;G! .

3. (8 points) Onconsid̀erel’ équationderécurrence: H 8 �JIKH 8ML % 	N��H 8ML � ��� (1) aveclesconditions
initiales: HPOQ�6� et H % ��� .

a/ Montrerque � estracinedu polynômecaract́eristique(ou encore: valeurproprede la matrice
du syst̀emededimension2 assocíe) si et seulementsi IR�TS , cequ’on supposedansla suitedu a/.
Quelleestalorsl’autreracinedupolynômecaract́eristique?Donnerla solutiongéńeraledel’ équation
homog̀eneassocíee.Montrerquel’ équationcompl̀ete(1) n’a pasdepointd’équilibre,maisadmetune
solutionparticulìeredela forme U 8 ��VC: . Endéduirela solutiongéńeraledel’ équationcompl̀ete(1),
puisla solutiondel’ équationcompl̀ete(1) qui satisfait auxconditionsinitiales.

b/ On supposeIW� 	�S . Montrer que l’ équation(1) admetun équilibre unique.Quellessont
lesdeuxracinesdu polynômecaract́eristique? Donnerla solutiongéńeralede l’ équationhomog̀ene
assocíee; en déduirela solutiongéńeralede l’ équationcompl̀ete(1), puis la solutionde l’ équation
compl̀ete(1) qui satisfait auxconditionsinitiales.

c/ On supposeIX�Y� . Montrer que l’ équation(1) admetun équilibre unique.Montrer que le
polynômecaract́eristiqueadmet � pour racinedouble.On rappellequ’alors la solutiongéńeralede
l’ équationhomog̀eneassocíeeest H 8 �[ZP� 8 �R\]:]� 8 . En déduirela solutiongéńeralede l’ équation
compl̀ete(1), puisla solutiondel’ équationcompl̀ete(1) qui satisfait auxconditionsinitiales.

d/ OnsupposeI>��� . Montrerquel’ équation(1) admetun équilibreunique.Montrerquele poly-
nômecaract́eristiqueadeuxracinescomplexesconjugúees.Donnerla solutiongéńeraledel’ équation
homog̀eneassocíee; en déduirela solutiongéńeralede l’ équationcompl̀ete(1), puis la solutionde
l’ équationcompl̀ete(1) qui satisfait auxconditionsinitiales.

e/ Montrerque,dansaucundesquatrecasenvisaǵes,le syst̀emedynamique(1) n’admetd’équi-
libre stable.Pourquoipeut-onaffirmerquecesyst̀emen’enadmetjamais,quellequesoit la valeurdeI ? (indication: le produitdesvaleurspropres,racinesdupolynômecaract́eristique,estégalà 4).

4. (6 points) Onconsid̀erele syst̀emedifférentiel:

"_^a` � 	�S ^ ��b�cd�e�c ` � 	 ^ �f�
Montrerquecesyst̀emea un équilibreunique.Déterminervaleurspropreset vecteurspropresde la
matricedu syst̀eme.L’ équilibreest-il stableou instable? Donnerla solutiongéńeralede l’ équation
homog̀eneassocíee,d’aborddansla basepropre,puisdansla basecanonique(fairele changementde

coordonńees
&1g h ( ��i L % & ^ c ( , si i estla matricedepassagedela basecanoniquèa la basepropre).

Endéduirela solutiongéńeraledu syst̀eme,puiscellequi en Dj�J� passepar
^ O��6� , c�O�� �� .


