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Examenfinal (2¢ sessiondu 16 septembre 1997

1. (4 points) a/ Donnermoduleet agumentdesnombrescomplexes1 + iv/3 et1 — iv/3.

b/ RésoudredansC lesdeuxéquations 2> = 1 + iv/3 et2? = 1 — iv/3 d’abordsousformetrigono-
métrique(exponentielle) puis sousforme algébrique.

¢/ RésoudredansCl équation 22 — 2z + 4 = 0.

d/ Déduiredeb/ etc/ la résolutiondel’ équationdansC: z* — 222 + 4 = 0.

1
f(e) = ge_f — —62 etf(es) = 26_{ + 5@2 Quelleestla matrice A de f dansla basecanoniqué
Donnervaleurspropresetvecteurspropre&jef ; calculerA™, pourn € N, etexptA4, pourt € R..

2. (6 points) Soit f 'endomorphismeleR? défini dansla basecanonique{e_f [(1)] , € [0} } par:

3. (8 points) Onconsicerel’ équationderécurrence u,, = au,_, — 4u,,_» + 1 (1) aveclesconditions
initiales: uy = 1 etu; = 2.

a/ Montrerque1 estracinedu polyndme caracéristique(ou encore valeurproprede la matrice
du syseémede dimension2 assoca) si et seulemensi « = 5, ce qu’on supposelansla suitedu a/.
Quelleestalorsl'autre racinedu polyndmecaracéristique? Donnerla solutiongéréraledel’ équation
homogneassoade.Montrerquel’ équatiorcompkte(1) n'a pasdepointd’équilibre,maisadmetune
solutionparticulieredelaformew, = kn. Endéduirela solutiongéréraledel’ équationrcompkte(1),
puisla solutiondel’ équationcompkte(1) qui satishit aux conditionsinitiales.

b/ On supposenn = —5. Montrer que I’ équation(1) admetun équilibre unique. Quellessont
les deuxracinesdu polyndmecaracéristique? Donnerla solutiongéréralede I’ équationhomogene
assocke; endéduirela solutiongéréralede I' équationcompkte (1), puis la solutionde I' équation
compkte(1) qui satishit aux conditionsinitiales.

¢/ On supposeax = 4. Montrer que I’ équation(1) admetun équilibre unique.Montrer que le
polyndme caracéristiqueadmet2 pour racinedouble.On rappellegu’alorsla solution géréralede
I’ équationhomogneassoceeestu,, = A2" + un2™. En déduirela solutiongéréralede I équation
compkte(1), puisla solutiondel’ équationcompkte(1) qui satishit auxconditionsinitiales.

d/ Onsupposer = 0. Montrerquel’ équation(1) admetun équilibreunique .Montrerquele poly-
ndmecaracéristiquea deuxracinescomplecesconjugiees Donnerla solutiongéréraledel’ équation
homogneassodee; en deduirela solutiongéréralede I' equationcompkte (1), puisla solutionde
I" équationcompkete(1) qui satishit auxconditionsinitiales.

e/ Montrer que,dansaucundesquatrecasernvisages,le sysemedynamique(1) n'admetd’équi-
libre stable Pourquoipeut-onaffirmer quece sysemen’en admetamais,quellequesoitla valeurde
«? (indication: le produitdesvaleurspropres racinesdu polyndmecaracéristique estégala4).

¥ = —-bx+6y+1

= —x+4+2
Montrer quece syseémea un équilibreunique.Déterminervaleurspropreset vecteurspropresde la
matricedu syseme.L’ équilibre est-il stableou instable? Donnerla solutiongéréralede I’ équation
homogneassodee,d’aborddansla basepropre puisdansla basecanoniqugfairele changemente

4. (6 points) On consicerele sysemedifférentiel:

coordonrées[if] =P [z] , Si P estlamatricedepassagéela basecanoniquela basepropre).

1

Endéduirela solutiongéréraledu syseme,puiscellequient = 0 passearz, = 1, yp = 3"



