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1. (8 points) Soit f : [0,1]?2 — R I'applicationdéfiniepar: (z,y) — f(z,y) = zy(1—z—1y).
Montrer que f estborréeet atteintsesbornessur le carie [0, 1] 2. On se proposede déterminer
dansla suitecesbornes maximumet minimum, etlespointsdu cari€ ou ellessontatteintes.
Calculerf entoutpointdubordducare [0, 1]*> etendéduirelesbornesde f surle bord ducarré,
Calculerle gradientetla hessiennée f entoutpoint(z, ). Montrerquele gradientde f s’annule
en4 points,maisque parmicespoints,un seuleststrictementa I'int €rieurdu car, et quec’estun
maximumlocal pour f (remarque il n'y a doncpasde minimum local a l'int érieurstrict, i.e. bord
noncompris,du cari, etle minimumde f surle carié tout entiern’estdoncatteintqu’aubord).
En déduirelesbornesde f surle cari€ tout entieret les pointsdu carié ou ellessontatteintes.

2. (4 points) Déterminedessommetsiela coniqueplanede centreO(0, 0) d’équation
Q(X,Y) = X?— XY +Y? = 3 encalculaniesextremadela fonctioncarie dela normeeuclidienne
sousla contrainteQ(X,Y) — 3 = 0.

Montrerguecetteconiqueestuneellipse,et donnerégalementeslongueurgde sesaxes.

3. (8 points) Soit f : R? — R?, espacevectorieleuclidien,définiepar:

K _ [e*(zcosb—ysinb—1)] .
U= [y} — f(ﬁ) = [e‘“(a:sinb—i—ycosb— ik oua>0ethbe R
Donnerpar samatricejacobiennda différentielledﬁf de f en U [ﬂ et vérifier qu’elle est
indépendant@lu choix de U. Calculeerﬁf(ﬁ) ‘ pourﬁ [Z] etendéduirela normeHdU»fH
del'applicationlinéaired— f.

Montrerquev U, VvV, Hf(ﬁ) - f(v)H = Hdﬁf H‘ﬁ — v“ etendéduirequef estcontractante.

(Onrappelleque f estcontractantssidk, 0 < k < 1,VZ VY, ||/(T) — f(D)|| < k|7 — 7).

Ondonnela suite()ﬁ)neN deR? définie par)?o = [1] et X, 1 = f()TTZ). Montrer, al’aide du

théoemedu pointfixe (cf. feuille n°2, ex. 8.) quela suite(fn})neN converge etdéterminersalimite.

4. (4 points) Un menuisieroit réaliserun caissorparalElépipediquerectangulairele volumeV/
maximumenutilisantunesuperficigotaledebois S donree,sansautrelimitation surlesdimensions.

Quellesdoiventétreles proportionsdu caissor? (autrementit, si on notez, ¥, et z lesmesures
des3 arétesdu caisson largeur hauteuyprofondeuyquelsdoiventétrelesrapportsentrez, y, et z?)

5. (4 points) Montrerquel’ équatiore” + e¥ + > + y*> — 2 = 0 définit auvoisinagede (0, 0) dans
R? unefonctionimplicite y = ¢(z) donton donneraun développementimité al'ordre 2 en0. La
mémeéquationpermet-elleégalementle définir auvoisinagede (0, 0) unefonctionz = v (y)?



