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1. (8 points) Soit ����� ���
	���
������ l’applicationdéfiniepar: ������������������������! "�#���$	%�&�'�(��� .
Montrer que � estborńeeet atteintsesbornessur le carŕe �)�*�
	�� 
 . On seproposede déterminer

dansla suitecesbornes,maximumet minimum,et lespointsdu carŕeoù ellessontatteintes.
Calculer� entoutpointdubordducarŕe �)����	�� 
 etendéduirelesbornesde � sur le bord ducarré.
Calculerle gradientet la hessiennede � entoutpoint �+������� . Montrerquele gradientde � s’annule

en4 points,maisqueparmicespoints,un seuleststrictement̀a l’int érieurdu carŕe, et quec’estun
maximumlocal pour � (remarque: il n’y a doncpasde minimum local à l’int érieurstrict, i.e. bord
noncompris,du carŕe,et le minimumde � surle carŕe toutentiern’estdoncatteintqu’aubord).

En déduirelesbornesde � surle carŕe toutentieret lespointsdu carŕe où ellessontatteintes.

2. (4 points) Déterminerlessommetsdela coniqueplanedecentre,-�.�����/� d’équation0 �+12��34�� "1 
 �&1�36573 
  98 encalculantlesextremadela fonctioncarŕedela normeeuclidienne
sousla contrainte

0 ��17��3:���;8< =� .
Montrerquecetteconiqueestuneellipse,et donnerégalementleslongueursdesesaxes.

3. (8 points) Soit �2�>� 
 �?�@� 
 , espacevectorieleuclidien,définiepar:�� A  B � �DC �� ��� �� A �! BFEHGJI �+�LKNM>O#PD�Q�RO$SUT�PD�V	W�EHGJI �+�LOXSYT�P!5Z�RKNM>O[PR�V	W�JC , où \&]^� et PL_`� .

Donnerpar samatricejacobiennela différentielle a �� A � de � en
�� A B � � C et vérifier qu’elle est

indépendantedu choix de
�� A

. Calculer bbb bbb a �� A ��� �� c �Hbbb bbb , pour
�� c B/de C et en déduirela norme bbb bbb a �� A �Dbbb bbbdel’applicationlinéairea �� A � .

Montrerquef �� A , f �� g , bbb bbb ��� �� A ���h��� �� g � bbb bbb  bbb bbb a �� A � bbb bbb i bbb bbb �� A � �� g bbb bbb etendéduireque � estcontractante.

(On rappelleque � estcontractantessi j e ���lk e km	>�Xf �� �-�nf �� �:�FoUo)��� �� �p���h��� �� �q�roYots e oYo �� �u� �� �&oYo ).
On donnela suite � �v�1lw>�nwHxNy de � 
 définiepar

� �1{z� B 		?C et
���|�}�1lw
~��� ���� ���1�wF� . Montrer, à l’aide du

théor̀emedupoint fixe (cf. feuille n�N� , ex. 8.) quela suite � �v�1lw>�nwHxNy convergeetdéterminersalimite.

4. (4 points) Un menuisierdoit réaliserun caissonparalĺelépiṕediquerectangulairedevolume
g

maximumenutilisantunesuperficietotaledebois � donńee,sansautrelimitation surlesdimensions.
Quellesdoivent êtrelesproportionsdu caisson? (autrementdit, si on note � , � , et � lesmesures

des3 ar̂etesducaisson: largeur, hauteur, profondeur, quelsdoiventêtrelesrapportsentre� , � , et � ?)

5. (4 points) Montrerquel’ équation
E�� 5 E�� 56� 
 5�� 
 ���q =� définit auvoisinagede �.�����/� dans�:
 unefonction implicite �� ��D����� donton donneraun développementlimit é à l’ordre 2 en � . La

mêmeéquationpermet-elléegalementdedéfinir auvoisinagede �������>� unefonction �� ��L����� ?


