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1. (4 points)Déterminer les extrema daf®s’ de la fonctionf : (z,y) — f(z,y) = =* + y* — 4ay.

2. (6 points)On donne les applications: R*\ {z =0} \ {y =0} \ { =0} — R?
ety : R® — R définies parip(z,y,z) = (f Y i) ety (u,v,w) = u? + v* + w?. Calculer la
y 2

matrice jacobiennd/, , ., et le gradlentV (uy0,0) EZ en cEduire le gradien¥, , .y1) 0 @ dewy o ¢
(on montrera qU&V .y 0 @ = ' | J(pyyp V o(,9,7) EZ) Calculer la hesaenn@% )¢ o et
écrire la formule de Tayloa 'ordre 2 en(1, 1 ,1) pourt o . En écrivant (\erifier cette formule):
4h* + k*+ 1> — hk — kl — lh) = 3(h — k) + (h + k — 20)%, montrer que cette hessienne est
positive, maisnon dfinie posmve(l e. son noyau n'est pasduita { [ }). On admettra d’autre part

b
queva > 0,Yb > 0,Ve > 0, 3 + - + > 3 : vérifier que(l1, 1, 1) est pour) o ¢ un minimum local

(et aussi d’ailleurs globahon stncten remarquant que tout point de la drofte= y = =z} donne
lieu au N"Eme minimumegalas, pour: o ).

Dans toute la suiteR ™ est muni de sa structure euclidienne usuelle et d’'une b{eM.... & }.

3. (8 points)On consi@re un sysme lirgairesurdétermiré A7w = 7 ,ol@ e R, 7 € R?, avec

A matriceap lignes etn colonnes de rang < p (il y a plus dequatlons gue d’inconnues, donc en
géréral il n'y a pas de solution, mais la matrideest suppose de rang maximum, i.e. I'application
linéaire sous-jacente est injective).

20—y = 1
Exemple @'traiter en application)s « —2y = 1 (vérifier qu'iln’y a pas de solution).
r— y = 1

On se propose deetérminer le vecteur’ qw minimise la norme euclidienngA @ — 4 || (on dit
aussi : “qui soit solution de&quationAz = T au sens des moindres oest).

Calculer le gradlent de l'applicatiofi : @ ~ ||AZ — v || (indication: composer Iappllcatlon
7 A7 — b avec I'applicatiory — ||7||* pour obtenir qug”(Z)(%) =2 < AT — b, AT >,
autrement dit qu& —» ? = 2U(AT — ?)) et en @éduire qu’en un point” extrémal (= crlthue) pour

fiona:'AAw = 7. Montrer que le fait pourd d’etre de rang maximum implique qieA est
inversible (indication: d ams I hypotheseA est la matrice d’une application Baire |nject|ve ar "
dansR”, i.e. siAZ = 0, alors7 = 0 ; prendre alors? € KerAA et montrer quez = 0 : AA
est donc la matrice d’'une appllcatlonéiamre injective d&R " dans lui- neme i.e. d’'un isomorphisme
deR ™). En ddduire que le seul extremum pofilest @ = (AA)~! A . Montrer que la hessienne
V2 f de f estégale pour tout’ 424 A (N.B. : remarquer que le gradient dest affine en la variable
7) Montrer qu’elle est dfinie positive en tout? et en a&duire que I'extremum localedérmire
précédemment est un minimum pour. c’est la “solution au sens des moindres eafrCherclee.
Application nungrique : calculer la solution au sens des moindresesate I'exemple introductif.
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queVz € R,|f(z)| < 5 et en &duire,a I'aide de la formule des accroissements finis, ¢juest

2

1+ 22
solution unique danR Application nungrique : en prenant = =, montrer que Equation en :
x® — 22® + 22 — 1 = 0 aune seule racineelle. En donner un algorlthme de calcul appegiiaide
dela mathode des approximations successivesigit'une suiteecurrente de laforme, ., = f(x,,)).

4. (12 points)a/ Soit I'applicationf : R — R définie parf(z) = + a, 00 a € R. Montrer

contractante d® dans lui-n€éme. En éduire queva € R, I”equation en: : r = a aune

1
22

L+ |22
1 1l Calculer |
s'écrire deR ? dansR %: f : = ————+ R — . Calculer la
f(zy) (1 P + Re(a), e + m(d))
matrice jacobienne dg¢ comme application dB ? dans lui-n€me ; \erifier qu’elle est syratrique (on
rappelle qu’une matrice syetrique Eelle est toujours diagonalisable et que ses sous-espaces propres
L1+ (22 492
sont deuxa deux orthogonaux) et que ses valeurs propres)sont 2((1 n (2 n g)z))
Tt t+y

la décomposition dani ?: T = h_>1 + h_; ou h_>1 eth_; sont des vecteurs propres (orthogonaux) de

b/ Soit I'applicationf : C — C définie parf(z) =

+ a, 00 a € C, qui peut encore

. En utilisant

2
Jwy [, eten ab’veloppan“J(w)f.ﬁH , montrer que|Ji,.,, f|| < maX(|)\ |,|\2)| et en dduire que
+ |27

f est contractante dB ? dans lui-n€me et quéra € C, I'equation er : z = a aune seule

+ [=[?
solution dan<C. Application nungrique : en prenant = “” , montrer que le systhe déquations en
z ety:

(2 +y)r— (2 +y)+iz—-1 =0

(2 +y)y— 32" +y))+qy—3 = 0
a une seule solution daiffs®. Proposer un algorithme (daRs’ ou dansC) pour en donner une valeur
approciee.

1
o/ Plus gréralement, soif : R" — R définie par /() = ;=53 4@

. . — Ly <R ST, -
que la diférentielle def est donee par:f' (7 )(h ) = 1+2||7||2 T +’ Tl (differentiation
des fonctions compegs ; on pourra admettre cestiltat) et en @duire I'expression suivante de la
3 { Ly T ] |
L+ [[Z? L+ |2
Chercher les vecteurs propres de I'endomorphigtie’ ) deR " sous la formel = t7,olt € R,
d’'une part, eth ¢ {7 }*+ d'autre part, et enetuire la dlagonallsatlon dg () (on érifiera que

ol @ € R™. Verifier

matrice jacobienne dg: J— f =

dans la écomposition en somme directe orthogonale™ = Rz’ {7}% R’ est sous-espace

propre, assoeia la valeur propréM et que{ 7 }* est aussi sous-espace propre, agsaci’

(L+11Z[?)?
la valeur propre—) En dduire (comme en b/) quéest contractante de " dans lui-n€me

7P o
et queva € R”, I'equation enz : +||||7||||2

numérique : en prenant’ = —61 + ...+ —en, proposer un algorithme dari$” pour donner une
valeur approcéé de cette solutlon

7 = @ a une seule solution dafis”. Application



