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É PARIS VIII CALCUL DIFFÉRENTIEL
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1. (6 points)
Préambule (nefaisantl’objet d’aucunequestion):

– On peutdéfinir le produitvectorieldedeuxvecteurs
�� �

et
�� �

de ��� muni dela basecanonique,

not́e
�� �
	 �� �

, commeétantle vecteurde norme ��� �� � ����
���� �� � ����
�������� �� �� ��� �� ��� � et dirigé commele
vecteur

�� �
, orthogonalà

�� �
et à

�� �
, et tel que �! #" � �� �$� �� �%� �� � �%&('

. On remarqueraqu’ainsi�� �)	 �� �+* �� '
si et seulementsi

�� �
et
�� �

sontcolinéaires,et qu’un triangle ,.-0/ du planaffine

euclidienusuelauneaire(
12 base3 hauteur)́egaleà

12 ��� � �,4- 	 � �,4/5��� .
– On rappellequele centrede gravité d’un triangle ,4-6/ estl’unique point 7 du planaffine tel

que
� �78,:9 ��� �7�-;9 � �7</ * �� '

. En écrivantcettedernìereégalit́e
� �78, * � ��� �7<- � � �7</ , et enprenant

le produitvectorieldesdeuxmembrespar
� �7�/ , puispar

��� �7<- , onobtient:� �7<, 	 � �7</ * � �=� �7�- 	 � �7�/ , d’où ��� � �78, 	 � �7�/5��� * ��� ��� �7�- 	 � �7�/>��� , i.e. ,.?A@CB � 7<,./ �D* ,E?F@GB � 7<-0/ � ,
et demême:� �7<, 	 ��� �7<- * � � �7</ 	 �=� �7<- , d’où ��� � �7<, 	 ��� �7<-H��� * ��� � �7�/ 	 ��� �7<-H��� , i.e. ,E?F@GB � 78,4- �D* ,E?F@GB � 7<-0/ � ,
etautotal: ,E?F@GB � 78,4- �D* ,E?F@GB � 7<-0/ �I* ,.?A@CB � 7<,./ � . Onpourraadmettrequecettepropríet́e
caract́erisele centredegravité 7 du triangle ,4-0/ .

Questions:
Soit ,4-0/ un triangledu planaffine euclidienusuel, J un point intérieurau triangle, K , L et M les
piedsdesperpendiculairespassantpar J à

� -6/ � , � /8, � et
� ,4- � , respectivement(faire un dessin).

On seproposededéterminerle maximumdu produit JNKH
�JNL�
�JNM lorsque J décrit l’int érieurdu
triangle ,4-6/ . On pose-0/ *PO

, /8, *RQ
, ,4- *RS

, JNK *UT
, JNL *PV

, JNM *RW
. Ainsi, si X est

l’aire du triangle ,4-0/ , ona:
OYT 9 QZV 9 S#W6* 2 X .

Montrerqueceprobl̀emerevientàtrouverdansl’ensemble

[ ']\;T^\ 2 XO �Z'_\`V>\ 2 XQ �Z'_\aWb\ 2 XSdc
le maximumduproduit

TeVfW
sousla contrainte

OYT 9 QZV 9 SgW�* 2 X .
Pourquoipeut-onaffirmer(sanscalculs)quecemaximumexisteetestatteintenunpointdel’int érieur
du triangle?Résoudrele probl̀emed’extrémumpośeetmontrerquecemaximumestatteintenunseul
point,qui estle centredegravité du triangle ,4-0/ .

2. (6 points) Soit h * �ji k�l l’e.v. despolynômesà coefficientsréels,sur lequelon donnela forme

bilinéairesymétrique: mFn �Zo0pq*sr;tu t n � Tv��o � Tv��wYT . Montrerquecetteformebilinéairesymétriqueest

enfait un produitscalairesur h ; on notera ��� nx��� *zy mFn � n p la normeassocíeeà ceproduitscalaire.
Soit { le s.-e.v. de h constitúe despolynômesde degré inférieurou égalà 2. On seproposede dé-
terminer, pour tout polynôme n de h , sonprojet́e orthogonal(relativementauproduitscalairedéfini
plushaut) K sur { . K estainsi défini par: a/ K |a{ ; b/ ���}n � K~���}� * ���������� ��� n � X4���}� . En écrivantK *�� 
 1 9��e
�k�9 � 
�k � pourtout K+|${ , donnerlesconditionsd’extrémalit́edub/ et lesrésoudre,i.e.

trouver
��� � � � enfonctionde J%� * r tu t n � Tv��wYT , J t * r tu t T n � Tv��wYT , J � * r tu t T � n � Tv��wYT . Montrer

qu’on peutaussitrouver cesconditionsenécrivantque K estcaract́eriśe par: a/ K�|�{ ; b/ ��X�|�{ ,mFn � K � X p�*�' . Application: déterminerle projet́eorthogonalsur { de n * k$��9 1 .
T.S.V.P.



3. (4� points) Montrerquel’ équation
T�� 9 V � � T � V�*�'

définit auvoisinagede
� 'f�Z'Y�

dans� � une
fonctionimplicite indéfinimentdérivable

Vb*N� � Tv�
dontondonneraundéveloppementlimit é à l’ordre

4 en0.

4. (4 points) Soit � l’applicationde i '�� 2�� l�3di '�� 2�� l dans�6� définiepar:�H  �A¡ �¢�£�I¤� ¥¦�§ T * �A¨ �:©#ª � �«� ©¬ª � ¡V * ����� �W * �A¨ �:©#ª � �«� ����� ¡
Montrerque � estuneimmersionentoutpoint

�F¡ �¢�«�
; endéduirequela surface(ounappeparaḿetŕee)­¯® � � �D* � � i '�� 2�� l!3ji '�� 2�� l � estentoutpointunesous-variét́ede �6� . Donnerenparticulierl’ équation

desonplantangenten
� '��Z'��Z°��

(i.e. pour
�$* �

,
¡ *s± � ) et en

�F² �Z'��Z'Y�
(i.e. pour

�%*�'
,
¡ *�'

).
(N.B. :

­³® � � � estle torederévolution obtenuenfaisanttournerautourdel’axe ´ V dans��� le cercleµ Tx*�'
,
V � 9 � W � ¨ � � * 1C¶

)


