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1. (6 points)
Préamhule (nefaisant’objet d’aucunequestion)

— On peutdéfinir le produitvectorieldedeuxvecteursU2 etV deR® munidela basecanonique,

nott U A V, commeétantle vecteurde norme\\7||.H7||.\ sin (ﬁ', ?)| et dirigé commele
vecteurw, orthogonala U etaV, ettel que det(ﬁ,?,ﬁ) > 0. On remarqueraju’ainsi
U AV =70 sietseulemensi U etV sontcolinéaires et qu’'un triangle ABC' du planaffine

- .1 , !
euclidienusuela uneaire (- basex hauteur)egaleaiuﬁ AACH|.

— Onrappellequele centrede gravité d’'un triangle ABC estl'unique point G du plan affine tel
que(—}?{ +GB+GC=T0.En écrivantcettederniéreégaliéCféf = —-GB — GC, etenprenant
le produitvectorieldesdeuxmembrespar@, puisparCTé, onobtient:

GANGC = —GBAGC,dot||GAAGC|| = ||GB AGC||, i.e. Aire(GAC) = Aire(GBC),
etdeméme

GANGB = —-GC NGB, dou||GAAGB| = ||GC AGB||,i.e. Aire(GAB) = Aire(GBO),
etautotal: Aire(GAB) = Aire(GBC) = Aire(GAC). Onpourraadmettrequecettepropriéte
caracérisele centredegravité GG dutriangle ABC.

Questions:

Soit ABC' untriangledu plan affine euclidienusuel, M un pointintérieurautriangle, H, K et L les
piedsdesperpendiculairepassanpar M a (BC), (CA) et (AB), respectiement(faire un dessin).
On seproposede déterminerle maximumdu produit M H.M K. M L lorsqueM décritl'int érieurdu
triangle ABC. OnposeBC = a,CA =b,AB=¢, MH =z, MK =y, ML = z. Ainsi, si S est
l'aire dutriangle ABC, ona: ax + by + cz = 2S.

R o 28 28 28
Montrerqueceproblemerevientatrouverdand’ensembles 0 <z < — 0 <y < 5 0<z2z< —}
a C

le maximumdu produitzyz sousla contrainteaz + by + cz = 25S.

Pourquoipeut-onaffirmer (sanscalculs)quece maximumexiste et estatteintenun pointdel’int érieur
dutriangle? Résoudrde problemed’extrémumpos et montrerquece maximumestatteintenun seul
point, qui estle centrede gravité dutriangle ABC.

2. (6 points) Soit E = R[X] I'e.v. despolyndmesa coeficientsréels,surlequelon donnela forme
1

bilinéairesymétrique: (P, Q) = / P(z)Q(z)dz. Montrer quecetteforme bilinéairesymétriqueest
-1

enfait un produitscalairesur E ; on notera||P|| = 1/(P, P) la normeassocgea ce produitscalaire.
Soit F' le s.-e.v de E constitlé despolyndbmesde degré inférieurou égala 2. On se proposede dé-
terminer pour tout polyndme P de F/, sonproje& orthogonal(relatvementau produit scalairedéfini
plushaut) H sur F. H estainsidéfinipar:a/ H € F; b/ ||P — H||* = 5'161% ||P — S||*. En écrivant

H=ul+v.X+w.X?pourtoutH € F,donneldesconditionsd’extrémali& du b/ etlesrésoudrei.e.
1 1 1
trouver u, v, w enfonctionde M, = / P(z)dx, My = / zP(x)dx, My = / 2% P(z)dz. Montrer

1 —1 1
gu’on peutaussitrouver cesconditionsen écrivantque H estcaracérise par: a/ H € F'; b/VS € F,

(P — H,S) = 0. Application: déterminete proje# orthogonakur F de P = X5 + 1.
T.S.VP.



3. (4 points) Montrer quel’ équationz* + 4 — 2 — y = 0 définit auvoisinagede (0, 0) dansiR? une
fonctionimplicite indéfinimentdérivabley = ¢(x) dontondonneraun développementimitéal’ordre
4en0.

4. (4 points) Soit T I'applicationde [0, 27] x [0, 27| dansR® définiepar:

x = (4—cosyp)cosl
T:(0,0)— <y = sin ¢
z = (4—cosp)sinf

Montrerquer estuneimmersionentoutpoint (0, ¢) ; endéduirequela surface(ou nappeparanétrée)
Im(r) = 7([0,27] x [0, 27]) estentout pointunesous-ariete de R?. Donnerenparticulierl’ @quation
desonplantangentn(0,0,5) (i.e.pourp =7, 0 = 7) eten(3,0,0) (i.e.poury = 0, § = 0).

(N.B.: I'm(7) estle tore derévolution obtenuenfaisanttournerautourde 'axe Oy danslR? le cercle
{z=0y>+(z—-4)*=1})




