Licence de math'emétiques - 2002-2003
Licence/Maitrise d’informatique, option math ématiques

Examen final (2 session) du 3 juillet 2003 (suivi de son corrig)

1. (6 points) Déterminer les points critiques dafis® de la fonctionf : (z,y,2) — f(z,y,2) =
a4yt 4 2' — 2(z 4+ y 4 2)® 4 8(x 4 y + z). Ecrire en chacun de ces points la formule de Taglor °
I'ordre 2. On trouvera un extremum local srict d’une part, mais aussi un point crifigjaégénéré,

i.e. en lequel la matrice hessienR€ f admet0 pour valeur propre, donc pour lequel on ne peut
pas conclure sans un examen plus approfondi. Dans ce dernier cash pQuKerVQf calculer
f(z6 + 7 ) — f(z$) : montrer que cette expression change de signe suW/are!I quez; ne peut de
ce faitétre un extremum local pout. Existe-t-il des extrema globaux pofisurR *?

2. (4 points) Déterminer par le calcul ddffentiel (tlforeme des extremads) les axes (direction,
longueur) de I'ellipse d& * d’equatiom8X?* +4XY 4 5Y% = 9,

3. (8 points) Le tore(7') obtenu en faisant tourner dafs® un cercle de diaetire 1 autour d'un

s . 3 . L.
axe parakle au plan du cercle et sea’une dlstanc% du centre du cercle peatre paramatré ainsi:
(T') = Im(F),avec(d, ) € [0,2n] x [0, 2] et I définie par:

1 1 1
F(0,0) = (5 cos 0(3 4 cos ), 5 sin 6(3 + cos @), 5 sin c,o)

Montrer que siG(z,y,z) = (5 — 22% — 2y* — 22%)? + 3622 — 9, alors(T') = G~'({0}) (éliminer
f ety entre les Fquationsz, y, z) = F(0,)). Montrer de deux faans différentes quéT’) est un
compact deR ®. Montrer quel’ restreintea’0, 27 x [0, 27| est un plongement (immersion injective)
de[0,27[x[0, 27| dansR °. Montrer que est une submersion en tout point(@). En dduire que
(T') est en tout point une sous-veit deR °. Déterminer I'espace affine tangemt7’) en(1,0,0) et

31 N . . ceer i . .
en (0, -, —) de deux marres distinctes (image de la @ifEntielle de 'immersion ou noyau de la
differentielle de la submersion).

2422t yz
Calculer la matrice jacobienne deet sa norme euclidienne (on rappelle que la norme euclidienne
d’'une matriceA est la racine cae€ de la plus grande valeur propre ‘ded). En ddduirea l'aide
d’'une majoration de cette norme et de la formule des accroissements finfsegti€ontractante de
R 2 dans lui-n€me, et qu’elle admet un unique fixe dés% En aplication, donner un algorithme pour
résoudre de maere nunerique le systme

, . - 2 2
4. (8 points)Soit f : R? — R ?* définie par:(z,y) — (1 + R i +y\2/; 2)-
7ty

V2
= x—1
242 +y?
2
Y N
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N 4o —4(x +y+2)+8=0
1.Vf=0ssik 4y° —4(x+y+2)+8=0 doux®*=y>=23 doncr =y = z,etz®-32+2 =0
42° —Aa+y+2)+8=0
(en divisant par). 1 est racineeVidente, dona® — 3z + 2 = (z — 1)*(z + 2). Les points critiques

322 —1 —1 -1
de f sont(1,1,1) et(—2,—2,—2). Et commeV?*f = 4 -1 3y? —1 -1 , au point
—1 —1 322 —1
1 2 -1 -1 1 1 —1 —1
(1,1,1): ZV(QLM)JF =|-1 2 —1],doldet (ZV(QLLI)JC— )J) = A0 3-X 0
-1 -1 2 0 0 3—A
e a pour valeurs propreg (simple) e ouble); de reine au point(—2, —2, —2):
tVianf | e le) et12 (double); d 2,—2,—2
1 11 -1 -1 1 1 —1 —1
Zv%—l—l—?)f: —1 11 —1|,doudet (gV?—z,—z,—mf—M) = (9= [0 12—) 0 |
-1 -1 11 0 0 12— X

2

. 1
etVf_Z_Z_Q)f a pour valeurs propres (simple) etd8 (double). Donc ef—2, —2, —2), gv(—z,—z,—z)f

est cEfinie positive, ef—2, —2, —2) est pourf un minimum strict; en revanche, éh 1, 1), V(QLM)f
est positive, mais pasefinie positive, et on ne peut conclure iradiatement. Suivant les indications

T 1 1
du texte, choisissons € K erV? f= y 2e=y+z | R|1], e =h|1
(.11 y=a+= 1 1

z

1
etcalculons,aveg; = 1| :f (:75 + ﬁ) —f(78) = 3(1+h)*—18(1+h)>+24(1+h)—3+18-24 =
1

1
12h + o (h?), qui change de signe avég donczg = | 1| n'est pas un extremum poyt Il n'y a

1
pas de maximum global, car ce serait aussi un maximum local, et on a vu qu’il N’y en avait pas; en
revanche le minimuni—2, —2, —2) est un minimum global, car il N’y a pas d’autre minimum local
etf (@) — 4oo pour||7|| — +oc.

2.0n cherche les extrema de= X?+ Y2 sous la contraintg( X, Y) = 8X*4+4XY +5Y? -9 = 0.
On sait qu'alorsvrn et Vg sont proportionnels sur—(0), ce qu’on peugtrire, puisqué/n ne peut
étre nul sous la contraintg = 0 (en effetq(0,0) # 0): T = A71¢ pour un) € R*, soit:

16X +4Y = A2X R s o .
{4X+10Y _ oy avecq(X,Y) =8X*4+4XY +5Y? -9 =0,donc(X,Y) # (0,0). Ceci

est exactement dire q{eé(] est vecteur propre, assed la valeur propre, de la matrice[i ?] :

8—A 2

dou 5 Q)

‘ =0,s0it:A =40uX =9,

. . 3 .
e Pourh=4,0onaY =—2X,dou8X?%2 —-8X?+20X%?=9, soitX = iﬁ’ d’ou les 2 sommets:

el )
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( 2 1 )et( 2 1 )
Il en résulte que les axes de cette ellipse sont: le grand axe : le segmenpaold droite ddquation
9 9 - 3 3 3 3
Y = 2X, de longueue/ — + — = 3, joignant les sommet{——, —) et (—,——) ; et
guelE\ 55 T 5 = 2190 25 V5 25" V5
. . . , . 1 1 4 -
le petit axe : le segment perpar la droite c¢quationY” = §X, de longueuR,/ v + F = 2, joignant
les sommet:{ 2 )et( 2 ! >
20 = cosV(3 + cosp)

3. Eliminons en effet) ety entre les 2quations{ 2y = sin¥(3 + cos p)
2z = singp

N 42% + 4y? +42% — 10
Ona4z? = sin® p etdr?+4y* = (3+cos ¢)? = 946 cos p+1—42%, d'olicos p = e (;I_ ©
(4:1:2 +4y? + 422 — 10\’
et

G +(22)* = 1, c’esta-direG(z, y, z) = (5—22*—2y*—22?)243622—9 =0,

etdonc/m(F) C G™'({0}). Inversement, gi/(z, y, z) = 0, ce méme calcul, mema I'envers, conduit
C(4e? +4y? 422 — 107 _ 202 4 2y% + 227 — 5
a( v ; - >+(22)2:1etonestendr0|tdeposer‘? + y; :

2z = sin ¢, d'ou, en remplaantz par§ sin ¢ dans la prengre€galieé:

(22)%+(2y)? = 10—422 46 cos o = 1 =422 +6 cos p+9 = 1 —sin® ¢ +6 cos p+9 = (3+cos )? eton
est alors en droit de posetz = cos ¥(34cos @), 2y = sin ¥(3+cos ), etdona&~1({0}) C Im(F).

= cos p et

(T) est un compact d& * comme image continue (pdf) du compac{0, 27] x [0,27] deR ?, ou
bien parce quil est bom{—2 < X <2, -2 <Y < 2, —5 < 7Z < 5) et fermé comme image
réciproque paf: (continue parce que polynomiale) du fexg’} deR.

Pour voir quer est injective, il suffit de reprendre les calculs montrant@ué({0}) C Im(F): on

2¢% + 2y2 +222-10
3

. Donc [ est

constate que est uniguementetermire dango, 27| par les conditionsos ¢ =

i 2 2
etsinp = 2z, et de n€med par les conditionsos J = — =T etsing = ——2
34 cosyp 34 cosyp

injective (et n€me bijective) dé0, 27 x [0, 27 dans(T').

—2sind(3+cosp) —1cosdsing
Pour voir quel”’ est une immersion, montrons quig .y F' = Tcos¥(3+cosp) —ssindsing

1
0 S COs

o | OF § o
est de rang 2 en tout, ) : ceci revien@ voir que le produit vectorle?— A — ne s’annule jamais.

a9 dy
oF aF

o0 " 9o

Or

oF

59 A %% ne s’annule jamais, €t est bien une immersion en tout point. Il exsulte (corollaire “1”
¥

du théoeme d’inversion locale) qugl’) est en tout point une sous-vei#’(compacte) d& °.

3 3 1
= w\/cos%?cosch—|—sin2196082<,9—|—sin2<,9 = w > 5 > 0, donc




8x(22% + 2y* + 22 — 5
Pour voir que |y est une submersion, il faut montrer U6/ = | 8y(2a? + 2y + 222 — 5

8z(2x% 4+ 2y + 222 — 5 + T2z
ne s’annule en aucun point d¢'). Pour queﬁ s’annule, il faut, soit que = 0 ety = 0, et alors
z(z* —5) + 92 = 0, doncz = 0, maisG(0,0,0) # 0: impossible, soit quéz? + 2y* + 22> — 5 =0
et quez = 0, mais pour un telx, y, z), G(x,y,z) = =9 # 0: également impossible. Don¢
s'annule jamais surl’) = G=({0}). Il en résulte par un autre argument (corollaire “S” dadigme
d’inversion locale) quéT’) est en tout point une sous-vetd’(compacte) d& °.

Pour calculerzj + 7' (T'), espace affine tangent & a (T'), avec@ de coordoneés(X, Y, 7)
t 75 de coordonaés( Xy, Yy, Zo) :

e on peutecrire quel(7') est limage de la diéfentielle de I'immersion#’, i.e. I'espace

X :
torielen enw'ara eta i a pouequation: Y @ @ = 0, eten( Xy, Yo, 7
vectoriel eng p 57 a,qu pourEqu : FYRr S i (Xo, Yo, Zo),
PR :
LR
'espace affine tangent a poequation:| Y — Yj 2—19 Z— = 0 (encore faut-il @terminer
¥
7 — 7y : :

Yo etypg tels quel' (Yo, o) = (Xo, Yo, Zo) sur le tore).

e On peut aussecrire quéT—>(T) est le noyau de la diéifentielle de la submersion, i.e. 'espace
vectoriel déquation< 7, V= Z? >= 0 et en(Xy, Yo, %), 'espace affine tangent a pour
équation:< @ — 7§, V> Z? >=0

On applique ces principes de calcul aux pojnits), 0) et en(0, ; %) de(7):

En(1,0,0), onasing = 0,dol¢ =00up = m,donc3 + cosp = 4o0u2, dou X =1 =2cos?
avecY =0 = 2sind (Sip = 0),0uX =1 = cos v avecY = 0 = sind (Sip = 7). Seul le dewame

Z e T B

31
cas est possible, dorit, 0,0) = F(0,7), 1 0 | ; de méme, en0
p 1.0.0) = F0.7) et = | 1] et = | 0 0. 5. 3)
2
on acosv = 0, doud = gou—g, sing = 1, doncy = g etﬁsinﬁ =5 doncd = g; on a
—2 ﬁ 0
alors— = 0 —1 | . Parle second preck (submersion), on trouve ¢h, 0, 0) que
a9 0 8(,9 0
1 0
V(LO,O)Z? est coliréairea | 0 |, et en(0, 5 — queV (0.2.1) Z? est colireairea | 0
0 1

Par un proed comme par 'autre, on trouve finalemen{:= 1 pour I'équation de I'espace affine
1

2’ 2)
V2 2 — 2% 4 g —2zy

(24224 y?)? —2ay 242 —y?

1
tangenteri1,0,0), etZ = — pour I'équation de I'espace affine tangent(én—,

4. On calcule la matrice jacobienne de Ji, ) f =



L I S . S I e

2 . .
m fois les racines de
(2—2+ yjf_ N2+ —y? =) —da?y? = (2= X) — (2% - yz)z\—/lxzy2 = (\Zf_ N? = (2 +y?)?,
. 2 2 2 N
soit m (2 + (2% + yz)), dont la plus grande em < 5 < 1. D’apres la

formule des accroissements finjist(z, y) — f(z',y')|] < ( s1)1pR S F|| V(z =22 +y —y')?,
z,y)ER 2

grande valeur propre. Or les valeurs propreside J , f sont

: 2 . : .
soit||f(x,y) — f(2',y")]]| < 7\/_\/(:1; — ')+ y —y')?, i.e. f est bien contractante de* dans lui-
V2
T2 = v
méme, et elle admet un unique point fike, y) tel que T x\/; Y . Pour calculer
Yy
s 0 1
24 a? +y? v+

numériquementz, y), on utilise la nethode des approximations successives de Picard, i.eforitd”
une suite deR % par (.41, Ynt1) = f(Tn,ya), aveC(zg, yo) quelconque. On sait qu’une telle suite

:1;\/5
ST R z—1
converge vers le point fixe dg i.e. la solution du systme T ; Y . Remarquons
Yy
— = 1
2+ 2% +y? Y +
gu’on peut ici ramener le probimea un probéme de point fixe dank, en choisissany, = —o:
: Y2 V2
en effet, siy, = —«,, alorsy,,; = -1+ — = -1 - ——— = —u,.1, donc,
= T BB = T g gy 2yaityr
par Ecurrencey, = —x, pour toutn, et en passard la limite on trouvera aussi = —x avec
21% = x: x est solution de cettequation du troigme dege’qui n'a pas de racinevidente (et
Z
: 2 <. . -
y = —x). Sionposep(x) = 1+ % on ad résoudre dank le probEme de point fixe(z) = z,
Z
V2| 1—a? V2 o1 V2
avecy contractante puis ! = —|— — —— < — < 1, et on peut trouver
x par la néthode des approximations successives &ang, = 0 (par exemple)z,+1 = ¢(x,). Ona

V2

alorsz = limz,, (ety = —x). Les premierstermesdelasuitesonf = 0,2y = 1,2, = 1 4+ RS




