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1. (6 points)Déterminer les points critiques dansR 3 de la fonctionf : (x; y; z) 7! f(x; y; z) =

x4 + y4 + z4 � 2(x + y + z)2 + 8(x+ y + z). Écrire en chacun de ces points la formule de Taylor `a
l’ordre 2. On trouvera un extremum local srict d’une part, mais aussi un point critique�!x0 dégénéré,
i.e. en lequel la matrice hessienner2f admet0 pour valeur propre, donc pour lequel on ne peut
pas conclure sans un examen plus approfondi. Dans ce dernier cas, pour

�!
h 2 Kerr2f , calculer

f(�!x0 +
�!
h ) � f(�!x0) : montrer que cette expression change de signe suivant

�!
h , et que�!x0 ne peut de

ce faitêtre un extremum local pourf . Existe-t-il des extrema globaux pourf surR 3?

2. (4 points) Déterminer par le calcul diff´erentiel (théorème des extrema li´es) les axes (direction,
longueur) de l’ellipse deR 2 d’équation8X2

+ 4XY + 5Y 2
= 9.

3. (8 points) Le tore (T ) obtenu en faisant tourner dansR 3 un cercle de diam`etre1 autour d’un

axe parallèle au plan du cercle et situ´e à une distance
3

2
du centre du cercle peut ˆetre param´etré ainsi :

(T ) = Im(F ), avec(�; ') 2 [0; 2�]� [0; 2�] etF définie par :

F (�; ') =

�
1

2
cos �(3 + cos');

1

2
sin �(3 + cos');

1

2
sin'

�

Montrer que siG(x; y; z) = (5 � 2x2 � 2y2 � 2z2)2 + 36z2 � 9, alors(T ) = G�1
(f0g) (éliminer

� et' entre les 3 ´equations(x; y; z) = F (�; ')). Montrer de deux fac¸ons différentes que(T ) est un
compact deR3. Montrer queF restreinte `a [0; 2�[�[0; 2�[ est un plongement (immersion injective)
de [0; 2�[�[0; 2�[ dansR 3. Montrer queG est une submersion en tout point de(T ). En déduire que
(T ) est en tout point une sous-vari´eté deR 3. Déterminer l’espace affine tangent `a (T ) en(1; 0; 0) et

en (0;
3

2
;
1

2
) de deux mani`eres distinctes (image de la diff´erentielle de l’immersion ou noyau de la

diff érentielle de la submersion).

4. (8 points)Soit f : R
2 �! R

2 définie par :(x; y) 7!
 
1 +

x
p
2

2 + x2 + y2
; �1 +

y
p
2

2 + x2 + y2

!
.

Calculer la matrice jacobienne def et sa norme euclidienne (on rappelle que la norme euclidienne
d’une matriceA est la racine carr´ee de la plus grande valeur propre detAA). En déduireà l’aide
d’une majoration de cette norme et de la formule des accroissements finis quef est contractante de
R

2 dans lui-même, et qu’elle admet un unique fixe dansR 2. En aplication, donner un algorithme pour
résoudre de mani`ere numérique le syst`eme8>><

>>:
x
p
2

2 + x2 + y2
= x� 1

y
p
2

2 + x2 + y2
= y + 1
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1.
�!rf =

�!
0 ssi

8<
:

4x3 � 4(x+ y + z) + 8 = 0

4y3 � 4(x+ y + z) + 8 = 0

4z3 � 4(x+ y + z) + 8 = 0

d’oùx3=y3=z3, doncx = y = z, etx3�3x+2 = 0

(en divisant par4). 1 est racine ´evidente, doncx3 � 3x + 2 = (x � 1)
2
(x + 2). Les points critiques

de f sont (1; 1; 1) et (�2;�2;�2). Et commer2f = 4

2
4 3x2 � 1 �1 �1

�1 3y2 � 1 �1

�1 �1 3z2 � 1

3
5, au point

(1; 1; 1) :
1

4
r2

(1;1;1)f =

2
4 2 �1 �1

�1 2 �1

�1 �1 2

3
5, d’où det

�
1

4
r2

(1;1;1)f � �I

�
= ��

������
1 �1 �1

0 3� � 0

0 0 3 � �

������
et r2

(1;1;1)
f a pour valeurs propres0 (simple) et12 (double) ; de mˆeme au point(�2;�2;�2) :

1

4
r2

(�2;�2;�2)
f =

2
4 11 �1 �1

�1 11 �1

�1 �1 11

3
5, d’oùdet

�
1

4
r2

(�2;�2;�2)
f � �I

�
= (9��)

������
1 �1 �1

0 12 � � 0

0 0 12 � �

������,
etr2

(�2;�2;�2)
f a pour valeurs propres36 (simple) et48 (double). Donc en(�2;�2;�2),

1

4
r2

(�2;�2;�2)
f

est définie positive, et(�2;�2;�2) est pourf un minimum strict ; en revanche, en(1; 1; 1),r2

(1;1;1)
f

est positive, mais pas d´efinie positive, et on ne peut conclure imm´ediatement. Suivant les indications

du texte, choisissons
�!
h 2 Kerr2

(1;1;1)
f =

8<
:
2
4 xy
z

3
5�� 2x = y + z

2y = x+ z

9=
; = R

2
411
1

3
5, i.e.

�!
h = h

2
4 1

1

1

3
5

et calculons, avec�!x0 =

2
4 1

1

1

3
5 : f

�
�!x0 +

�!
h
�
�f (

�!x0) = 3(1+h)4�18(1+h)3+24(1+h)�3+18�24 =

12h3 + o (h3), qui change de signe avech, donc�!x0 =

2
4 1

1

1

3
5 n’est pas un extremum pourf . Il n’y a

pas de maximum global, car ce serait aussi un maximum local, et on a vu qu’il n’y en avait pas ; en
revanche le minimum(�2;�2;�2) est un minimum global, car il n’y a pas d’autre minimum local
etf (

�!x ) �! +1 pourjj�!x jj �! +1.

2.On cherche les extrema den = X2
+Y 2 sous la contrainteq(X;Y ) = 8X2

+4XY +5Y 2�9 = 0.
On sait qu’alors

�!rn et
�!rq sont proportionnels surq�1

(0), ce qu’on peut ´ecrire, puisque
�!rn ne peut

être nul sous la contrainteq = 0 (en effetq(0; 0) 6= 0) :
�!rn = ��1�!q pour un� 2 R

�, soit :�
16X + 4Y = �:2X

4X + 10Y = �:2Y
avecq(X;Y ) = 8X2

+ 4XY +5Y 2 � 9 = 0, donc(X;Y ) 6= (0; 0). Ceci

est exactement dire que

�
X

Y

�
est vecteur propre, associ´e à la valeur propre�, de la matrice

�
8 2

2 5

�
,

d’où

���� 8� � 2

2 8 � �

���� = 0, soit :� = 4 ou� = 9.

� Pour�=4, on aY =�2X, d’où 8X2�8X2
+20X2

=9, soitX=� 3

2

p
5

, d’où les 2 sommets :�
� 3

2

p
5
;
3p
5

�
et

�
3

2

p
5
;� 3p

5

�
.



� Pour� = 9, on aX = 2Y , d’où 32Y + 8Y + 5Y = 9, soitY = �p
5

, d’où les 2 sommets :�
2p
5
;

1p
5

�
et

�
� 2p

5
;� 1p

5

�
.

Il en résulte que les axes de cette ellipse sont : le grand axe : le segment port´e par la droite d’´equation

Y = 2X, de longueur2

r
9

20
+

9

5
= 3, joignant les sommets

�
� 3

2

p
5
;

3p
5

�
et

�
3

2

p
5
;� 3p

5

�
; et

le petit axe : le segment port´e par la droite d’´equationY =
1

2
X, de longueur2

r
1

5
+

4

5
= 2, joignant

les sommets

�
2p
5
;
1p
5

�
et

�
� 2p

5
;� 1p

5

�
.

3. Éliminons en effet# et' entre les 3 ´equations :

8<
:

2x = cos#(3 + cos')

2y = sin#(3 + cos')

2z = sin'

On a4z2 = sin
2 ' et4x2+4y2 = (3+cos')2 = 9+6 cos '+1�4z2, d’oùcos' =

4x2 + 4y2 + 4z2 � 10

6

et

�
4x2 + 4y2 + 4z2 � 10

6

�2

+(2z)2 = 1, c’est-à-direG(x; y; z)=(5�2x2�2y2�2z2)2+36z2�9=0,

et doncIm(F ) � G�1
(f0g). Inversement, siG(x; y; z) = 0, ce même calcul, men´eà l’envers, conduit

à

�
4x2 + 4y2 + 4z2 � 10

6

�2

+(2z)2 = 1 et on est en droit de poser :
2x2 + 2y2 + 2z2 � 5

3
= cos' et

2z = sin', d’où, en remplac¸antz par
1

2
sin' dans la premi`ereégalité :

(2x)2+(2y)2 = 10�4z2+6 cos' = 1�4z2+6 cos'+9 = 1�sin
2 '+6 cos'+9 = (3+cos')2 et on

est alors en droit de poser :2x = cos#(3+cos'), 2y = sin#(3+cos'), et doncG�1
(f0g) � Im(F ).

(T) est un compact deR 3 comme image continue (parF ) du compact[0; 2�] � [0; 2�] deR 2, ou

bien parce qu’il est born´e (�2 � X � 2; �2 � Y � 2; � 1

2
� Z � 1

2
) et fermé comme image

réciproque parG (continue parce que polynomiale) du ferm´ef0g deR.

Pour voir queF est injective, il suffit de reprendre les calculs montrant queG�1
(f0g) � Im(F ) : on

constate que' est uniquement d´eterminé dans[0; 2�[ par les conditionscos' =
2x2 + 2y2 + 2z2 � 10

3

et sin' = 2z, et de même# par les conditionscos#=
2x

3 + cos'
et sin# =

2y

3 + cos'
. DoncF est

injective (et même bijective) de[0; 2�[�[0; 2�[ dans(T ).

Pour voir queF est une immersion, montrons queJ(#;')F =

2
4�1

2
sin#(3 + cos') �1

2
cos# sin'

1

2
cos #(3 + cos') �1

2
sin# sin'

0
1

2
cos'

3
5

est de rang 2 en tout(#;') : ceci revientà voir que le produit vectoriel
�!
@F

@#
^
�!
@F

@'
ne s’annule jamais.

Or

�����
�����
�!
@F

@#
^
�!
@F

@'

�����
����� = 3 + cos'

4

q
cos2 # cos2 '+ sin

2 # cos2 '+ sin
2 ' =

3 + cos'

4
� 1

2
> 0, donc

�!
@F

@#
^
�!
@F

@'
ne s’annule jamais, etF est bien une immersion en tout point. Il en r´esulte (corollaire “I”

du théorème d’inversion locale) que(T ) est en tout point une sous-vari´eté (compacte) deR 3.



Pour voir queGj(T ) est une submersion, il faut montrer que
��!rG =

2
4 8x(2x2 + 2y2 + 2z2 � 5

8y(2x2 + 2y2 + 2z2 � 5

8z(2x2 + 2y2 + 2z2 � 5 + 72z

3
5

ne s’annule en aucun point de(T ). Pour que
��!rG s’annule, il faut, soit quex = 0 et y = 0, et alors

z(z2 � 5) + 9z = 0, doncz = 0, maisG(0; 0; 0) 6= 0 : impossible, soit que2x2 + 2y2 + 2z2 � 5 = 0

et quez = 0, mais pour un tel(x; y; z), G(x; y; z) = �9 6= 0 : également impossible. Donc
��!rG ne

s’annule jamais sur(T ) = G�1
(f0g). Il en résulte par un autre argument (corollaire “S” du th´eorème

d’inversion locale) que(T ) est en tout point une sous-vari´eté (compacte) deR 3.

Pour calculer�!x0 + T�!x0(T ), espace affine tangent en�!x0 à (T ), avec�!x de coordonn´ees(X;Y;Z)

et�!x0 de coordonn´ees(X0; Y0; Z0) :

� on peutécrire queT�!x0(T ) est l’image de la diff´erentielle de l’immersionF , i.e. l’espace

vectoriel engendr´e par
�!
@F

@#
et
�!
@F

@'
, qui a pouréquation :

���������
X

...
...

Y

�!
@F

@#

�!
@F

@'

Z
...

...

���������
= 0, et en(X0; Y0; Z0),

l’espace affine tangent a pour ´equation :

���������
X �X0

...
...

Y � Y0

�!
@F

@#

�!
@F

@'

Z � Z0

...
...

���������
= 0 (encore faut-il d´eterminer

#0 et'0 tels queF (#0; '0) = (X0; Y0; Z0) sur le tore).

� on peut aussi ´ecrire queT�!x0(T ) est le noyau de la diff´erentielle de la submersion, i.e. l’espace

vectoriel d’équation< �!x ;���!r�!x0G >= 0 et en (X0; Y0; Z0), l’espace affine tangent a pour

équation :< �!x ��!x0;
���!r�!x0G >= 0

On applique ces principes de calcul aux points(1; 0; 0) et en(0;
3

2
;
1

2
) de(T ) :

En (1; 0; 0), on asin' = 0, d’où ' = 0 ou' = �, donc3 + cos' = 4 ou 2, d’oùX = 1 = 2 cos #

avecY = 0 = 2 sin# (si' = 0), ouX = 1 = cos # avecY = 0 = sin# (si' = �). Seul le deuxi`eme

cas est possible, donc(1; 0; 0) = F (0; �), et
�!
@F

@#
=

2
4 0

1

0

3
5 et

�!
@F

@'
=

2
4 0

0

�1

2

3
5 ; de même, en(0;

3

2
;
1

2
),

on acos# = 0, d’où # =
�

2
ou��

2
, sin' = 1, donc' =

�

2
et

3

2
sin# =

3

2
, donc# =

�

2
; on a

alors
�!
@F

@#
=

2
4�2

0

0

3
5 et

�!
@F

@'
=

2
4 0

�1

2

0

3
5. Par le second proc´edé (submersion), on trouve en(1; 0; 0) que

�����!r(1;0;0)G est colinéaireà

2
4 1

0

0

3
5, et en(0;

3

2
;
1

2
) que

������!r
(0;

3

2
;
1

2
)
G est colinéaireà

2
4 0

0

1

3
5.

Par un proc´edé comme par l’autre, on trouve finalement :X = 1 pour l’équation de l’espace affine

tangent en(1; 0; 0), etZ =
1

2
pour l’équation de l’espace affine tangent en(0;

3

2
;
1

2
).

4. On calcule la matrice jacobienne def : J(x;y)f =

p
2

(2 + x2 + y2)2

�
2� x2 + y2 �2xy

�2xy 2 + x2 � y2

�
.



CommeA J(x;y)f est symétrique, AA A et la norme euclidienne deA n’est autre que sa plus

grande valeur propre. Or les valeurs propres deA = J(x;y)f sont

p
2

(2 + x2 + y2)2
fois les racines de

(2�x2+y2��)(2+x2�y2��)�4x2y2 = (2��)2� (x2�y2)2�4x2y2 = (2��)2� (x2+y2)2,

soit

p
2

(2 + x2 + y2)2

�
2� (x2 + y2)

�
, dont la plus grande est

p
2

2 + x2 + y2
�
p
2

2
< 1. D’après la

formule des accroissements finis,jjf(x; y)� f(x0; y0)jj � sup

(x;y)2R2

����J(x;y)f����p(x� x0)2 + y � y0)2,

soit jjf(x; y)� f(x0; y0)jj �
p
2

2

p
(x� x0)2 + y � y0)2, i.e. f est bien contractante deR2 dans lui-

même, et elle admet un unique point fixe(x; y) tel que

8>><
>>:

x
p
2

2 + x2 + y2
= x� 1

y
p
2

2 + x2 + y2
= y + 1

. Pour calculer

numériquement(x; y), on utilise la méthode des approximations successives de Picard, i.e. on d´efinit
une suite deR 2 par (xn+1; yn+1) = f(xn; yn), avec(x0; y0) quelconque. On sait qu’une telle suite

converge vers le point fixe def , i.e. la solution du syst`eme

8>><
>>:

x
p
2

2 + x2 + y2
= x� 1

y
p
2

2 + x2 + y2
= y + 1

. Remarquons

qu’on peut ici ramener le probl`emeà un problème de point fixe dansR, en choisissanty0 = �x0 :

en effet, siyn = �xn, alorsyn+1 = �1 +
yn
p
2

2 + x2n + y2n
= �1 � xn

p
2

2 + x2n + y2n
= �xn+1, donc,

par récurrence,yn = �xn pour toutn, et en passant `a la limite on trouvera aussiy = �x avec

1+
x
p
2

2 + 2x2
= x : x est solution de cette ´equation du troisi`eme degr´e qui n’a pas de racine ´evidente (et

y = �x). Si on pose'(x) = 1+
x
p
2

2 + 2x2
, on aà résoudre dansR le problème de point fixe'(x) = x,

avec' contractante puisquej'0
(x)j =

p
2

2

���� 1� x2

(1 + x2)2

���� �
p
2

2

1

1 + x2
�
p
2

2
< 1, et on peut trouver

x par la méthode des approximations successives dansR : x0 = 0 (par exemple),xn+1 = '(xn). On a

alorsx = lim
n
xn (ety = �x). Les premiers termes de la suite sont :x0 = 0; x1 = 1; x2 = 1+

p
2

4
; : : :


