UNIVERSIT E PARIS VIII CALCUL DIFF ERENTIEL
Licence de matlematiques 2002-2003
Licence/Maitrise d’'informatique, option math ématiques

Examen final du 6 fevrier 2003 (suivi de son corri@)

1. (4 points)Extrema dan® ? de la fonctionf : (z,y) — f(z,y) = 2y(l — z* — y*).

2. (6 points)Soit I'application liréairey : R*? — R?
Z

X = i — @(Y)Z[itgy_fi] = AX,

R ? etR % étant munis des bases canoniques et des structures euclidiennes usuelles. On se propose de
déterminer|p|| = sup ||<,o(7)||. Pourquoi est-ons"que cette borne sepieure existe ? Montrer

X1

que||¢|| estlaracine caee de sup "‘Y"‘AAY, et, en diagonalisahti A dans une base orthonoem’
[X]-

formée de vecteurs propres [gu’il ne sera paseassaire d’expliciter], enedluire que||¢|| est la

racine caree de la plus grande valeur propre ‘ded. Calculer||p||. Retrouver ce eSultat par le

calcul différentiel (tlforeme des extremads) en cherchard déterminer le maximum de la forme

quadratiquez(Y) — X' AAX sous la contrainte poﬁ d’apparteni@’la splere-unit.

3. (4 points)Soit F': R3 — R 2
Rk | eT(sina + cosy)
<t77_ {y}) ~ F(t’?)_ {e‘t(cosx—l—siny)}

Calculer la matrice desedivees partlelles{ﬁ] et montrer que IéquannF(t,?) = E
définit au voisinage d€0, 0, 0) dansR ® une fonction impliciter = ¢(¢),y = ¢(¢) dont on donnera

un développement liméa I'ordre 3 erv = 0.

4. (6 points)Soit(C') la courbe deR * intersection des surface§f(z,y, z) = 2 + y* + 2> — 1 = 0}
(sptere) et{g(z,y,2) = (x — 1) + y* — L = 0} (cylindre).
y N {f(l‘, Y, )

Calculer la matrice jacobienne dé: | y
Z 9(z,y,2)
sauf enA(1,0,0), une sous-vaeté de dimension 1 d& . Donner en particulier desguations et un

vecteur directeur de la droite affine tangeate’) en My (2,2, 1).

} et montrer quéC') est en tout point,

407402
Pour peciser I'allure de la courbg”) au voisinage dei(1,0,0), ou le thtoreme des fonctions
cos?t
implicites ne s’applique pas, on la paretre pary : [0, 27— R* définie parp(t) = | costsint
sint

Verifier que/m(p) est bien incluse dar{g’) ; on admettra queaciproquement, tout point d€’) est
une(t), pour unt € [0, 27| ; vérifier queA(1,0,0) est 'image de 2 points d@, 2= [: 0 etw. Calculer
©'(0) ety'(7), et montrer quéC') admet end deux tangentes dont on donnera dggations.

5. (4 points)Soit I'applicationf” : R? — R * définie parF'(z, y) = (3 cos(z +y), : sin(z — y)). En

calculant la norme euclidienne de la matrice jacobiehfAele F' (rappel : c’est la racine cae de la
plus grande valeur propre dg/ F').J F'), montrer que”' est contractante de ? dansR ? et en &duire
cos(x +y) = 2z

. admet une solution unique daRs.
sin(x —y) = 2y

que le systime déquation{
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Corrig € de I'examen final du 6 &vrier 2003

1. On calcule:V(, ,f = [:1;8 : i‘f __5Z ;] qui n'est nul que pour: at = 0,y = 0, ou b/
r=0,1 -5zt —y*=0,s0itr =0,y = £1,oucly =0,1 —2* — 5y* = 0, soitz = £1,y = 0, ou
enfin d/1 — 52 — y* = 0,1 — 2* — 5y* = 0, soit (en faisant la somme et la difEénce de ces deux
egaliés)z = +y,y = +67%. Il y a donc 1+2+2+4=9 points critiques poyirdansR 2. On calcule
alors la matrice hessienne deV? . f = [ —202%y 1 -5z 5y4]
(9) 1 — 5z — 5y —20zy° '

En (0,0), V2f = [(1) (1)] a pour valeurs propres et —1, donc(0,0) est un point-selle (pas

d’extremum); de rafe en(£1,0) et (0, £1), V*f = [_2 _g] a pour valeurs propreset —4,

donc quatre autres points-selles (pas d’extremum). En revanché; er6=+) et (—61, —671),

Vif = [__g __é] a pour valeurs propres: et —4, toutes deux egatives, donc deux maxima

locaux pour:}, quigvaut en ces points: ; et de la nee faon, en(67%, —677) et (—67%,67 1),

Vif = [ _g _%0} a pour valeurs propreset 4, toutes deux positives, donc deux minima locaux
3 3

pour f, qui vaut en ces pomt%. Il 'y a pas d’extremum global pouf dansR 2 car il est clair
gu’en choisissant ety assez grands, on peut rendife;, y) aussi grand que I'on veut, avec le signe
qgue I'on veut (celui de-zy).

2. o est lingaire deR ® dansR ?, donc continue, et la sghé-unig S? = {Y, ||Y|| = 1}, fermé

borré deR ?, est compacte. Il eresulte quer est boree et atteint ses bornes sift, en particulier sa
borne supftieure| |<,o|| Ona:

llell = sup ||t,9( )= sup /|| |2— sup 1/l Y Y sup VIXtAAX.
1

[¥]l-1 s - ¥l
Soit’AA = 'QAQ une Eduction d€ AA a la forme diagonald,, de termes diagonaux ., 0
2
, positive ;0 est
nécessairement valeur propre ‘deA, puisque cette matrice est de rahgommeA), la matrice@)

U
étant choisie orthogonale, anrY:U}: v | alors‘ ‘)_5‘ ‘:‘ ‘QY‘ H ‘ﬁ‘ ‘qu + 0% 4+ w?, d'ou
w

llell=  sup V TTAT = sup  /Au? + pv2[+0w?] = \/max(\, 1) [la borne supfieure
uZ 02 4w?=1 uZ 02 4w?=1
étant clairement atteinte, en supposant par exemplg\, ) = A, en(u = 1,v = 0,w = 0)], ce
1 1 | | —9 2 -1 -1
gu’il fallaitdemontrer. Dans le casgsént!AA=| 1 -2 =] -1 5 —4
-2 1 b= ~-1 -4 5

a pour valeurs proprés A ety solutions de Equation caraeristiquedet(*AA — « 1) = 0, qui S'écrit,
tous calculs faitsy(z* — 122 + 27) = 0, soitA = 9 ety = 3. Il en résulte qué|y|| = 3.



Le traitement de la question par lethme des extremads conduii rechercher la racine cag”
du maximum de la fonctioh¥ ‘44X sous la contraint(e})_(xH2 = 1. Ce maximum est obtenu pour un
X ¢ S?etun) € Rtels queQ’fYtAAZQ)\fY (proportionnali€'des gradients), sc(FtAA—)\[)Yzﬁ,
d'ou X =9, 0u3, ouo, et!X1AATY = M XX =\ (pour7 € 5?%) sera maximum poux = 9, soit3
pour la racine cagé, et dong|¢|| = 3.

cosxr —siny

[oF i : L 0] ... : .
3.0ncalcule.[a?]_e [—sinx cos ,qwen((),(),())vaut[0 1},ewdemmentlnversuble,

donc d’apes le tleoreme des fonctions implicites,dguationF (¢, 7) = définit au voisinage

1
de (0,0,0) dansR ® une fonction implicitex = (¢),y = ¢(¢). Remarquons d’abord que cette
équation implique que = y. En effet, elle scrit: sinx + cosy = ¢’ = cosx + siny, d’'ol en
élevant au cag” I'egali€ sinz — cosx = siny — cosy: sin2x = sin2y, Soitx = y + k7 OuU
r = g — y + km, et comme(x, y) est dans un voisinage de,0), c'est quexr = y. Il faut donc
trouver (puisquer ety sont dans un voisinage de le terme constant duesdieloppement limé’est
nul) a,b, c tels quep(t) = () = at + bt* + ct® + o(¢?), avecsinp(t) + cos(t) = €, soit
2 3

1 1 t t :
at + bt? + ct® — 6a3t3 +1-— §(at + b6+’ =141+ sttt o(t*). Tous calculs faits, on

4 . 4
trouvea = 1,b=1,¢ = 3 ex=pt)=y=v{t)=t+t*+ §t3 + o(#?).

2x 2y 2z

4.0n calcule .J, . F' = {zx—l 2y 0

], qui est de rang 2 en tout pointie™ # 0: en effet

pourz # 0, soity # 0 etalorsrg(Ji,,,..)F') = 2 cardet [gz 202} # 0, soity = 0, et alorse* = x,
d’ol ou bienz = 1, mais alorsz? + y* + 2% = 1 implique = = 0, cas exclu, ou biea = 0, et
alorsrg(J,y,-)F') = 2 cardet [fol 202 = 2z # 0. Enrevanche, si = 0, 2> + y* = 1 et

2 0
1 0 0
théoreme des fonctions implicites; est sauf st = 0, c’esta-dire sauf em(1,0,0), une submersion
et(C') est en tout point autre qué une sous-vaeit de dimension 3-2=1 de°.

L'espace vectoriel tangent eW, a (C'), Ta,C, est pourM, # A le noyau de la di#rentielle

4yt —a=0,dolaz=1,y=0,z=0,etJyo0F = [ estde rang 1. Donc d’aps le

Z
dy, F de la submersion’, i.e. 'ensemble des vecteuré = y | telsquesy, X = ﬁ, et 'espace
z

affine tangent est 'ensemble des poinfstels que.Jy;, F- MM = T, ce qui peut encore &crire :
<V, ?, MM >= 0, < Vg, MoM >= 0. Soit, dans le cas ol (3, @, 1), 2 équations pour la
. 2=+ Py-) + (-3 =0
droite affine tangenta (C') en M, : ) . v 3
=3 + Flv-% =0
397! V3
_ ; 2 2 2
Et un vecteur directeur de la tangeiftg, C' seraV ?/\VMOg = | V3[A| V3| = 1
2 2 2
1 0 V3

Il est facile de etifier quel/m(y) est bien incluse dang’) :
en effet(cos? t)2 + (costsint)2 + sin®t = cos*t + cos?tsin®t + sin?t = cos? +sin?t = 1 et
(Coszt — %)2 + (sintcost)2 — i = cos*t — cos?t + i +sin?tcos?t — i = cos?t — cos?t = 0.
Inversement, si I'on ne se contente pas d’“admettre” la surjeetiléts, utilisons les coordore€s

spheriques : pour toutz, v, z) de la spletreq{ f(x,y, z) = 0}, il existeu € |—n, 7] etv € {—E, q tels

272



quexr = cos u cos v,y = sinu cos v, z = sin v. Mais commey(z, y, z) = 0 S’écrit aussic* + y* = z,
: . 5 T
on doit avoir pour toutx, y, z) de(C'), x = cosucosv = cos’*v > 0, doncu € {—5, 5} Il faut

donc trouver, pout: et v entre—g et g unt € [0,2n[ (mod.2m), pas rEcessairement unique, tel

quecosucosv = cos?t,sinucosv = sintcost,sinv = sin{. Remarquons d’abord queetjalig

L T . - .
cosucosv = cos?v implique (sauf eny = :|:§, ou u n'est pas dfini) quecosu = coswv, i.e. que
u = +v; d’autre part |[Egali€ sin v = sin ¢ implique quel = v ourn — v. On dEfinit alorst ainsi:

- pour—ggugo, —ggvgO(d’oUu:v)onprendt:u:v,d’oU—ggtg()

—pourogugg,og g(dOUU—v) onprend = u =v,dou0 <t g
— pour—ggugo, 0<w g(dOUU——v) onprendd =7 —v =7+ u, dou§<t<7r
3
— pour) < u < g, —g <v<0(doluu=—v),onprend =7 —v=r+u,dour <t < %
1
d'ou la surjectivi€ dep. Commep(0) = | 0 | = ¢(7), A(1,0,0) est I'image de 2 points distincts
0
de [0, 27[ (ou [ ;T > [) en lesquels les vecteurs tangeatg™") sont distincts 1p'( 0) = et
1
0
c,o’(w} = 1|, d’ou par exempld =0, y=z} pour desquations de la tangente dieig]oarc,o’(()}
—1

et {z=0,y=—z} pour celles de la tangente dieig’parm. Cette situation, 2 tangentes distinctes,
donc un point double syr'), n’est possible qu’eni(1, 0,0), puisqu’en tout autre point(’') est une
sous-vamté deR ® de dimension 1, donc admet un espace tangent de dimension 1 aussa;diesst-"
une (unique) droite tangente. Un teadé(C') ferait appardfe un “huit” plagl€ sur la sphre-unit,
avec sommets awofes et un nceud eA(1, 0,0), courbe qui est appet’ “ferétre de Viviani”.

LT :
5.0n calcule :J, ) ' = ~ sin(z +y) - sin(z +y) , d’oul
’ 2 cos(x —y) —cos(x —y)

1 2y — in2 — cosZ(x —
(e F)-J@pF = i {Slﬂ (x +y) + cos’(xz —y) sin(x+y)—cos’(x —y) , de valeurs propres
(z -

sin®(z 4+ y) — cos*(z —y) sin®*(z + y) + cos*(z — y)
1 1 1 1
1 (sm (x + y)+cos® )) + 1 (sinQ(:L' + y) —cos*(z — y)) = §sin2(:1; + y) et §COS2($ - v),

1
valeurs propres toutes deux m@srpar donc (voira ce propos laghonstration du “rappel” eh.)

V2

V(z,y), [yt < - < 1. Il en résulte, en appliquant en toute paire y), («',y’) de points

: - 2
deR? la formule des accroissements fini$t'(z,y) — F(2/,y')|] < g\/(:p — a2 4+ (y —y')?,

que F' est bien contractante de? dans lui-n€me ; et donc que déquationF'(x,y) = (z,y), qui
cos(x +y) = 2z
sin(x —y) = 2y
déterminer une valeur approsef par la rethode des approximations successives : c’est la limite de
la suite((x,, yn)),cry de R ? définie parzy = 0,y = 0 (par exemple) et la relation dectrrence
(Tog1,Ynt1) = F(xn,y,), limite dont on peut gfifier que par exempléry, y20) €n est une valeur
approcleea 10~ pres.

s'écrit aussi{ , admet bien une solution unique daRs, dont on pourrait



