UNIVERSIT E PARIS VIII SERIES
DEUG MASS/MIAS 1999-2000

Examenpartiel du 16 déecembie 1999

Préamlule nefaisantl’'objet d’aucunequestionmaispouvantétre utile danslesexercicesl. et6.:

OnrappellequeVz € R, Arctan x estl’'unique réely qui estcomprisstrictemengentre —g etg, et

tel quetany = z (ainsiexempleArctan1 = %; lim Arctanz = get lim Arctanz = —g).

T—+00 T——00

tan o — tan g3
1+ tanatan 8

Vr € R, Yy € R, Arctanz — Arctan y = Arctan 1x

Dela formuletan (o — ) = ondéduitenposantArctan x = «, Arctany = 3, que

-y
+zy
entier impaire, et bijectivedeR dans} —g, g [ dedériveedonréepar (Arctan)’ (z) =

. LafonctionArctan estdéfiniesur R tout

De
1+ 332
la valeurdecettedérivée ondéduitavecun peudecalculsque: 1/ Arctan z = x +o(x) auvoisinage

1
de0; 2/Vz € R, |Arctanz| < |z|; 3/Vx € R*, Arctanz + Arctan (—) = gsgn(az), ou sgn est
T

la fonctionsigne quivaut1 pourz > 0 et—1 pourz < 0.

1. (4 points) Soit la fonction de la variableréelle z définie par f,(z) = xArctan nxz. Déterminer
pourz réelfixé, lim f,(z). Montrerquela corvergencedela suite( f,,),en €stuniformesurR.
n—oo

Examinerla convergencede la suite (f!),.en (€ncommemantpar calculer lim f;(z) pour tout x
n—oo
réel). Montrerqu’elle ne peutcorvergeruniformémentdansaucunintervalle ouvert contenand.

(="
2.(3 t lleestla naturedel ?
(3 points) Quelleestla natur easerleznf+( 1)
)" —1)"
(Indication: onpourracalculer( ) (1) )

/(1)

3. (3 points) Quelleestla naturedela sériez sinTvn? + 1?(Onpourrautiliser un développement
n>1

o, 1 1 . Ty :
limitéen— de/1 + — etuneformuledetrigononetrieélementaire)
n

n

. , . 1 1 . .
4. (3 points) Quelleestla naturedela série E (1-1—5-1—. . .+—) ", aveca > 07? (Discutersuvant
n
n>1
lavaleurdec.)

n!
(a+1)(a+2)...(x+n)

5. (3 points) Quelleestla naturedela serlez
n>1

, aveca > 07? (Utiliser la

regledeRaabest Duhamel.)
T.S.\VP.



. , . 1 , .
6. (3 points) Quelleestla naturede la série E Arctan [ ? Calculerla sommede la série
n n
n>0

(commenceparcalculerArctan (n + 1) — Arctan n).

inx
7. (5 points) On définit pour tout z réel: u,(z) ¢ -. Montrer que la série de fonctions

(n? + 22)2
Z u, converge normalemensurR ; endéduirequesasommesS estunefonction continuesurR.
n>1

Calculerla dérivéeu,, dew,, ; montrer enétudiantiesvariationsdela fonctiong, : = +— g que
n Xz

vz e R < - Endéduirequeva € R, |/ (z)| < — + -, puis,quelasérie S o/

TER, | —5-—5| < 5 Endeduirequevs € R, Juj(z)| < 5+ 57, puis,que aseried ul (z)

n>1
corvergenormalemensurR etquesS estunefonctiondeclasseC! surR.
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r si x>0

1.Comme lim Arctanz = get lim Arctanz = —g ona: lim z Arctan nx = si =0

T—+00 T——00 n— o0

NP

r si <0
= gm). Soitdonc f lafonction lim f, ainsidéfiniesurRR.
n—oo

Siz =0, |f(z) - falz) = 0;

_ 1 1 1
siz >0, |f(z) = fulz)| =2 ‘f - Arctanm“ S AL S T
5 nx nr n .
siz <0, |f(@) = fulz)] = |z] ‘g +Arctannx‘ = |z| ‘g — Arctann\x” = |z| |Arctan —nm‘
1 1
<laf o=

1 . ,
Doncdanstouslescas,|f(z) — fa.(z)] < — — 0, uniformémentenz € R lorsquen — oo la
. e
convergencedesf, versf estbienuniformesurR.

La dérivéede f,, estdonréepar: f!(z) = Arctan nx + i
- 1+ n2x? n
Commelim Arctannzr = — siz > 0, —— T siz < 0,et0siz =0, etque lim ——— = 0 pour
n—oo 2 2 n—oo 1 + n2z2
™
5 si x>0
toutz fixé,onobtient lim f/(z)=¢ 0 si z=0
n—oo v
—— si <0
9 S1 X

Cettefonctionestdiscontinueen 0: doncla corvergencedesf;, ne peutétreuniformesuraucunin-
tervalle ouvertcontenan®, sinonla fonction lim f,, seraitcontinueenO.

n—0o0

s ona: B D) (D) e+ (1) ) 1

Cnyn oyt (=10 ny/n(ny/n+ (-1 )”)1 - it (=1)mny/n

Pourtoutn > 2, n® 4+ (=1)"ny/n > 0, doncz estune série & termesréelspo-

n>2 ) \/ﬁ

sitifs dontle termegéréral estéquivalenta — al'infini, doncelle corverge. Commed’autre part
’I’L

= D" D) 1
; e (serlealterree)estcon/ergenteZﬁ RZZQW nzzzn3+(_1)n‘/ﬁ

differencede deuxserlescon/ergentesestcon/ergente

3. Le développementimité (1 + z)z = 1 + 5@ + o(x) auvoisinagede 0 permetd’écrire:
1
1 2 1 1 1 - 1 N
sintvn?2+1=sinmn |1+ — | =sinmn|l+—+ —¢| - (ou lim e | — ) = 0),dou:
2n?2  n3 \n n—oo  \ 7N
1 1 1
sinmvn?+1 = sin 1 — | | =sin7n cos 1-1-18 — | JHcos mn sin 1 + 18 —
n2 \ 7 2n n? \n 2n  n?> \n

Nt o+
2n
=(—1)"sin (1 + %s (;)) :(—1)"%%—(—1)"%61 (%) (ou lim &, (%) =), dou:

2n n—00



sinmvn2 + 1 — (—1)"21 < etdonc) sin mv/n? + 1 estsommed’unesériealterréeetd'une

n n?
. n>1
serieabsolumentorvemgente doncelle corverme.

4.1ci la régleded’AIemberts’impose

1+54+...+1+ 4
lim 2 — lim 2 - "+1a = lim
n—oo  Up n—00 1+§+"'+H n—00

1
+(n+1)(1+§+...+1)

n

sia < 1, la sériecorveme,etsia > 1, la seriediverge; enfinsi a = 1, le termegéréraldela série

o = «, donc:

1 1 . L. .
estl + 5 + ...+ — > 1, qui nepeuttendrevers0, etla sériediverge dansce casaussi.
n

1 o 1 o
= = = — 40 =1——+4+o0|—) donc,dapres
Uy, a+n+1 1—i-nile n+1 n+1 n n
la reglede Raabeet Duhamel(par comparaisoravec une série de Riemann) Ja série corverge pour

a > 1 etdivergepoura < 1; enfinle casa = 1 donnela sérieharmoniquequi diverge.

g Untl _ n+l 1 a <

1 1 1
6. Pourn — oo, Arctan——— ~ Arctan—2 = — + o( ) doncz Arctan
n n?

1+ n+n? n? = 14+ n+n?
cornverge. Pourcalculerla sommede cettesérie, calculonsd’abord: Arctan (n + 1) — Arctann =
n+l-—n 1 ' s
Arctan ————— = Arctan —— d'ou:
1+(n+1) 1+n+mn?
N 1 N
Z Arctan = lim Arctan—— = lim [Arctan (n + 1) —Arctann| =
= +n+n2 N—o0 £~ 14+n+n? N—o00 &=

n=0
A}lm [Arctan 1+Arctan2 — Arctan 1+4. ..+ Arctan N —Arctan (N — 1)+ Arctan (N + 1) —Arctan N|=
A}l_r)rgo Arctan (N +1)= 3

1 1 , , ,
7Yz € R, |uy (7)| < ———— < —, termegéréral d'une série corvergente.Donc, commeles
n

(n? + xQ)g N
uy, SontcontinuessurR, etquez u, corvergenormalementdoncuniformémentsurR la somme
n>1
S decettesériedefonctionsestunefonctioncontinuesurR. De plus:

ul (z) = ne - — e = = |u,(z)] < " 5 + 2|x| 5 . Etudionsles
(n?+2%)2 (n?+2?)2 (n2+22)2 n°+z (n2+$ )
- : T L, n* —
variationsdelafonctiong, : z — ——— :elleapourdérivéeg, : r — ——— quines’annule
n?+zx (n? + 22)?
N , . . s 1
surR, qu'enz = n, ou g, présenteun maX|mumegaIaL = —; deplusg, estimpaire,et
n?+4+n? 2n
1 . , n 13 1 3
donc sup |[g.(z)|= sup |[gu(7)|=-.Dou:Vz €R,|u,(z)|< 5+ -5=5+-;:1a
reR z€R, 2n n 2nn n 2n

série defonctionsz u,, estdoncnormalementorvergentesurR. Il enrésulteque: 1/ lesu!, étant
n>1
continuesetla corvergencede »  u, uniformesurR, ) ~ u;, estcontinuesurR ; 2/ S = _ u, est
n>1 n>1 n>1

dérivableentoutpointdeR, dedeérivéeS'= ) _ u;, continuej.e. S= _ u, estdeclasseC’! surR.

n>1 n>1



