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Préambule nefaisantl’objet d’aucunequestion,maispouvantêtre utile danslesexercices1. et6. :
On rappelleque ���������
	��

��
����� estl’unique réel � qui estcomprisstrictemententre � � � et

� � , et

tel que �
��������� (ainsi exemple	���
������! "� � # ; $&%(')+*�,.- 	���
������/�0� � � et $&%(')+*213- 	���
��
�����0� � � � ).

De la formule �
���!4657�98;:<� �
����5��=������8 ?>@������5A������8 ondéduitenposant	���
��������B�C5?�.	��

+�������7�D8E� que�����F�F�G�H�I�����J	���
��
�����7�K	��

+�������L�M	���
������ �I�N� ?>N�O� . La fonction 	��

+����� estdéfiniesur � tout

entier, impaire, et bijectivede � dans P3� � � � � �RQ , dedérivéedonńeepar 4S	���
��
���H:UT�4V�H:/�   ?>@��W . De

la valeurdecettedérivée, ondéduitavecunpeudecalculsque: 1/ 	��

+�������9�M�X>9YZ4[�H: auvoisinage

de \ ; 2/ ���K�]���/^ 	��

+�������<^3_`^ �<^ ; 3/ ���K�]�7ab�.	���
��
�����R>c	��

��
���ed  �?f � � �Ag�h �i4[�H: , où g�h � est

la fonctionsigne, qui vaut  pour ��jk\ et �l pour ��mk\ .
1. (4 points) Soit la fonction de la variableréelle � définie par npoq4V�H:r�s�O	��

+������tH� . Déterminer,
pour � réelfixé, $(%('o *�- npoq4V�H: . Montrerquela convergencedela suite 4unvow:Uo�xzy estuniformesur � .

Examinerla convergencede la suite 46n�To :Uo�xzy (en commeņcantpar calculer $(%&'o *�- n To 4[�H: pour tout �
réel).Montrerqu’ellenepeutconvergeruniformémentdansaucunintervalleouvertcontenant\ .
2. (3 points) Quelleestla naturedela série { o�| W 4}�! v: ot�~ tR>�4}�! p: o ?

(Indication: on pourracalculer
4}�! p: ot ~ t � 4}�! v: ot ~ tR>�4}�! p: o )

3. (3 points) Quelleestla naturedela série { o�|.� g %(� � ~ t W >D ?(Onpourrautiliserundéveloppement

limit éen
 t de �  ?>  t W et uneformuledetrigonoḿetrieélémentaire)

4. (3 points) Quelleestla naturedela série { o�|.� dG Z>  � >9�z���&>  tXf 5 o , avec 5Nj�\ ? (Discutersuivant

la valeurde 5 .)

5. (3 points) Quelleestla naturedela série { o�|.� t;�4659>D p:�4659> � :+�z����4659>ctG: , avec 5�j�\ ? (Utiliser la

règledeRaabeet Duhamel.)

T.S.V.P.



6. (3 points) Quelleestla naturede la série { o�|Z� 	��

+�����   ?>ctR>@t W ? Calculerla sommede la série

(commencerparcalculer	��

+�����!4[tR>D v:��N	��

��
����t ).

7. (5 points) On définit pour tout � réel: �Oo34V�H:�� �z� o )4St W >@� W :v�� . Montrer que la série de fonctions{ o�|.� �Oo convergenormalementsur � ; endéduirequesasomme� estunefonction continuesur � .

Calculerla dérivée �.To de �.o ; montrer, enétudiantlesvariationsdela fonction ��oL�w���� �t W >N� W , que�����F�F������ �t W >@� W ���� _  � t . Endéduireque �����F���/^ � To 4[�H:p^�_  t W > �� tH� , puis,quela série { o�|.� � To 4[�H:
convergenormalementsur � et que � estunefonctiondeclasse� � sur � .
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1.Comme $(%&')+*�,.- 	��

+��������� � � et $&%(')+*213- 	���
��
��������� � � ona: $(%('o *�- ��	���
�������t��9� ���� ���
� � � g % �Fj�\\ g % �B�C\� � � � g % �Fm�\

( � � � ^ �<^ : . Soit donc n la fonction $(%('o *�- npo ainsidéfiniesur � .

Si �9��\ , ^ n;4[�H:��cnvo¡4[�H:p^��C\ ;

si �Fj�\ , ^¢n�4[�H:��cnpoq4V�H:v^£�M� ��� � � �N	��

��
����tH� ��� �M��	���
������  t�� _k�  t�� �  t ;

si �Fm�\ , ^¢n�4[�H:��cnpoq4V�H:v^£�¤^ �<^ ��� � � >c	��

+������tH� ��� �`^ �<^ ��� � � �N	���
�������tE^ �<^ ��� �`^ �<^����� 	��

+�����  tE^ �<^ ����_¥^ �<^  tE^ �<^ �  t
Doncdanstouslescas, ^¢n;4[�H:��cnvo¡4[�H:p^J_  t �J� \ , uniformémenten �¦�@� lorsquetk�G� § : la

convergencedes nvo vers n estbienuniformesur � .

La dérivéede nvo estdonńeepar: n�To 4[�H:b��	��

��
����tH�¨> t�� ?>ct W � W
Comme $&%('o *�- 	���
��
����tH�0� � � si �"j�\ , � � � si �"m�\ , et \ si ���©\ , et que $&%('o *�- t�� ?>ct W � W �©\ pour

tout � fixé,on obtient: $(%&'o *�- n To 4V�H:<� ���� ���
� � g % ��j�\\ g % �9�D\� � � g % ��m�\

Cettefonctionestdiscontinueen0: doncla convergencedes n�To nepeutêtreuniformesuraucunin-
tervalleouvertcontenant0, sinonla fonction $(%('o *�- n To seraitcontinueen0.

2. Ona:
4ª�l v: oti~ t � 4ª�l v: oti~ tR>D4ª�l v: o � 4ª�l v: o2« tR>�4}�! p: o �=t�¬t�~ t­4[ti~ tR>D4ª�l v: o : �  t¯®�>�4}�! v: o t�~ t

Pourtout t�° �
, t ® >e4ª�l v: o t�~ t�°±\ , donc { o�| W  t ® >D4ª�l v: o ~ t estunesérie à termesréelspo-

sitifs dont le termegéńeral est équivalent à
 tH® à l’infini, doncelle converge. Commed’autrepart{ o�| W 4ª�l v: ot ~ t (sériealterńee)estconvergente,{ o�| W 4ª�l v: ot ~ tR>�4ª�l v: o �²{o�| W 4ª�l v: ot ~ t �N{o�| W  t ® >�4}�! v: o ~ t

différencededeuxsériesconvergentes,estconvergente.

3. Le développementlimit é 4} E>@�H:£³� �e E> �W �¨>¦YZ4[�H: auvoisinagede \ permetd’écrire:g %(� � ~ tGW;>D ´� g %(� � t"dJ ?>  t W f ³� � g %(� � t"dJ ?>  � t W >  t ®wµ d  tXf´f (où $(%&'o *�- µ d  tXf ��\ ), d’où :g %(� � ~ t W >B �� g %&� d � tb> �� t > �t W µ d  t¶fHf � g %&� � t·
z¸ g d �� t > �t W µ d  tZfHf >H
�¸ g � t g %&� d �� t > �t W µ d  t3f�f��4}�! v: o g %&��d �� t > �tGW�µ d  t f�f �K4ª�l v: o �� t >94ª�l v: o �t¯W£µ �/d  t f (où $(%&'o *�- µ ��d  t f ��\¹: , d’où :



��� g %&� � ~ t W >M ��M4ª�l v: o �� t ��� _ �t W etdonc { o�|.� g %&� � ~ t W >D estsommed’unesériealterńeeetd’une

sérieabsolumentconvergente: doncelleconverge.

4. Ici la règleded’Alemberts’impose:$(%&'o *�- �Oo , ��.o �º$(%('o *�-  ?> �W >D�z���v> �o > �o , � ?> �W >D������> �o 5»� $&%('o *�-¤¼  ?>  4StR>D p:<½� ¶> �W >M�����v> �o.¾3¿ 5»�C5 , donc:

si 5km¥ , la sérieconverge,et si 5kj¥ , la sériediverge; enfinsi 5@�` , le termegéńeralde la série

est  ¶>  � >D�����p>  t °² , qui nepeuttendrevers \ , et la sériedivergedanscecasaussi.

5.
�.o , ��.o � tR>D 59>@tI>M �   ¶> Ào , � �Á !� 5tr>M >�Y d  tr>M qf �Á l� 5t >�Y d  tXf donc,d’apr̀es

la règledeRaabeet Duhamel(parcomparaisonavecunesériedeRiemann),la sérieconvergepour5=j� et divergepour 5=m� ; enfinle cas5K�e donnela sérieharmonique,qui diverge.

6. Pour te� § , 	��

+�����   ?>ctR>@t W�Â 	��

+�����  t W �  t W >�Y d  t W f donc { o�|Z� 	��

+�����   ?>@tR>ct W
converge.Pourcalculerla sommede cettesérie,calculonsd’abord: 	���
��
���!4St9>² v:?�k	��

+������t��	��

+����� tr>D ��=t ?>�4[tR>D v:Ut �D	���
��
���   ¶>@tR>ct W d’où :{ o�|Z� 	��

+�����   ?>@tR>ct W � $(%&'Ã *�- Ã{ opÄq� 	���
������   ¶>@tR>ct W � $&%('Ã *�- Ã{ opÄq� « 	��

+�����!4StR>M v:��!	��

+������t�¬2�$(%&'Ã *�- « 	���
��
���l Z>L	��

��
��� � �N	���
��
���l Z>9���z�(>7	���
��
����Å��A	��

+�����!46Å±�k p:�>L	��

+�����l4SÅ¤>D v:��!	���
������2Å9¬Æ�$(%&'Ã *�- 	��

+�����!46Å¤>M v:w� � �
7. �����@����^ �.oG4V�H:v^J_  4St W >N� W :��� _  t ® , termegéńerald’unesérieconvergente.Donc,commeles�Oo sontcontinuessur � , et que { o�|.� �.o convergenormalement,doncuniformément,sur � la somme� decettesériedefonctionsestunefonctioncontinuesur � . Deplus:� To 4V�H:¶� Ç t � � o )4St W >N� W :��� � � � � � o )4St W >N� W :�È� ��É ^ � To 4V�H:v^3_ t4[t W >@� W :��� > ^ �<^t W >N� W �4St W >N� W :��� . Étudionsles

variationsdela fonction �vo��w���� �t W >N� W : elleapourdérivée � To �w�Ê�� t W �=� W4St W >N� W : W qui nes’annule

sur � , qu’en �»�Ët , où ��o présenteun maximumégalà
tt W >@t W �  � t ; deplus �vo estimpaire,et

donc gªÌqÍ���Ê� ^ �vo34[�H:v^V� gªÌ¡Í�F�F� , ^ ��o34[�H:p^£�  � t . D’où : ���]�F�"�£^ �.To 4[�H:p^3_ tt ® >  � t �t ® �  t W > �� t � : la

sériedefonctions { o�|.� � To estdoncnormalementconvergentesur � . Il enrésulteque: 1/ les �.To étant

continueset la convergencede { o�|.� � To uniformesur � , { o�|.� � To estcontinuesur � ; 2/ �N�©{o�|.� �.o est

dérivableentoutpoint de � , dedérivée ��T¢�²{o�|.� � To continue,i.e. ���F{o�|.� �Oo estdeclasse� � sur � .


