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1. (4 points) Nature des s´eries : a/
X
n�1

�
1 � e

� 1

n

�
ln

�
1 +

1

n

�
; b/
X
n�0

n
2
e
�n.

2. (6 points) On se propose de calculer la somme de la s´erie
X
n�0

n
2
e
�n, et pour cela on consid`ere la

série de fonctionsf(x) =
X
n�0

e
�nx : montrer qu’elle converge normalement sur tout intervalle[a;+1],

aveca > 0, et qu’elle est deux fois d´erivable sur[a;+1] (justifier les calculs `a l’aide des th´eorèmes du
cours). Calculerf(x); f 0(x) etf 00(x). En déduire la valeur de

X
n�0

n
2
e
�n.

3. (4 points) Exprimer
X
n�1

(�1)[
n

2
]

n
(où

h
n

2

i
désigne la partie enti`ere de

n

2
, i.e. le plus grand entier

inférieur ouégalà
n

2
) à l’aide de

X
k�0

(�1)k

2k + 1
et de

X
k�0

(�1)k

2k + 2
. Montrer que la s´erie

X
n�1

(�1)[
n

2
]

n
converge

et calculer sa somme (on rappelle que poura > 0; b � 0,
X
n�0

(�1)n

a+ nb
=

Z 1

0

t
a�1

1 + tb
dt).

4. (4 points) Montrer que la s´erie de fonctions
X
n�0

x
2n
e
�nx2 est normalement convergente surR et

calculer sa sommeS(x). Montrer queS est dérivable surR, calculerS 0(x) et en déduire la somme de la
série

X
n�0

n2ne�2n.

5. (6 points) Montrer que la s´erie de fonctionsf(x) =
X
n�1

Arc tannx

n2
est normalement convergente

surR et que sa somme est impaire. Montrer qu’elle est continˆument dérivable sur toute partie deR de
la formefjxj � ag (où a > 0). Que dire def 0(x) lorsquex �! 0? Montrer quef 00(x) existe sur toute
partie de la formefjxj � ag deR, quef est convexe surR�� et concave surR�+. Tracer sommairement
le graphe def surR.
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1. a/ Lorsquen �! +1, 1 � e
� 1

n �
1

n
et ln

�
1 +

1

n

�
�

1

n
donc

�
1 � e

� 1

n

�
ln

�
1 +

1

n

�
�

1

n2
et

donc
X
n�1

�
1 � e

� 1

n

�
ln

�
1 +

1

n

�
converge.

b/ Ici, le critère de d’Alembert donne : lim
n�!+1

(n+ 1)2e�n�1

n2e
�n =

1

e
< 1, donc la s´erie

X
n�0

n
2
e
�n

converge.

2. Pourx � a > 0, e�nx � e
�na =

�
e
�a�n, terme général d’une s´erie géométrique convergente,

donc la série de fonctionsf(x) =
X
n�0

e
�nx converge normalement sur tout intervalle[a;+1[, si a > 0.

La sommef de la série, qui est pour toutx une série géométrique, se calcule sans peine :X
n�0

e
�nx =

1

1� e�x
=

e
x

ex � 1
. La série des d´erivées�

X
n�0

ne
�nx et la série des d´erivées secondes

X
n�0

n
2
e
�nx convergent aussi normalement sur[a;+1[, puisquene�nx � ne

�na et n2e�nx � n
2
e
�na

et que pourn �! +1,
(n+ 1)e�(n+1)a

ne
�na �! e

�a
< 1 et

(n+ 1)2e�(n+1)a

n2e
�na �! e

�a
< 1 (critère de

d’Alembert). Donc, la s´erie des d´erivées et la s´erie des d´erivées secondes convergeant uniform´ement sur
[a;+1[, aveca > 0, f est 2 fois dérivable surR� (a > 0 pouvantêtre choisi aussi proche de 0 que l’on
veut, la convergence a en fait lieu surR�), et8x 2 R�; f 0(x) = �

X
n�0

ne
�nx, etf 00(x) =

X
n�0

n
2
e
�nx.

On calculef 0(x) et f 00(x) en dérivant (pourx > 0) la fonctionf : x 7!
e
x

ex � 1
: f 0(x) = �

e
x

(ex � 1)2
et

f
00(x) =

e
x + e

2x

(ex � 1)3
, d’où :

X
n�0

n
2
e
�n = f

00(1) =
e+ e

2

(e� 1)3
.

3. Pourn = 2k ou2k + 1, on a
h
n

2

i
= k, donc

X
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n
=
X
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+
X
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=
X
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�
X
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=
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1 + t2
dt�
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1 + t2
dt = [Arc tan t]
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�
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4
�
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2
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4. Une étude des variations de la fonctionx 7! x
2
e
�x2 montre qu’elle est paire et que surR+, sa

dérivéex 7! 2x(1 � x
2)e�x

2

est positive entre0 et 1, négative pourx > 1, avec un maximum ´egalà
1

e

enx = 1, donc8x 2 R; x2ne�nx
2

� e
�n, terme général d’une s´erie géométrique convergente. Donc la

série
X
n�0

x
2n
e
�nx2 converge normalement surR et sa somme estS(x) =

X
n�0

�
x
2
e
�x2
�
n

=
1

1 � x2e
�x2 .

De même on peut majorer terme `a terme la s´erie des d´erivées
X
n�0

2x(1 � x
2)e�x

2

n

�
x
2
e
�x2
�
n�1



=
X
n�0

2x(1�x2)e�x
2

(n + 1)
�
x
2
e
�x2
�
n

: d’une partx2e�x
2

est borné surR par
1

e
, d’autre part8x 2 R;

j2xj � 1 + x
2 (puisque(1 � jxj)2 � 0) et j1 � x

2j � 1 + x
2, doncj2x(1 � x

2)j � (1 + x
2)2 et donc

j2x(1� x
2)e�x

2

j � (1 + x
2)2e�x

2

= e
�x2+2x2e�x

2

+x4e�x
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�x2+2x2e�x
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e
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4

e2
= M , donc8x 2 R; j2x(1 � x

2)e�x
2

(n + 1)
�
x
2
e
�x2
�
n

j � M(n + 1)e�n, terme

général d’une s´erie convergente (crit`ere de d’Alembert, par exemple), donc comme la s´erie des d´erivéesX
n�0

2x(1�x2)e�x
2

n

�
x
2
e
�x2
�
n�1

est normalement convergente,S est dérivable terme `a terme surR, i.e.

S
0(x) estégaleà la somme de la s´erie des d´erivées :S 0(x) =

2(1 � x
2)

x

X
n�0

n

�
x
2
e
�x2
�
n

, et en faisant

x =
p
2, on obtient, puisque par ailleursS 0(x) =

�
1

1� x2e�x2

�0
=

2x(1� x
2)e�x

2

(1� x2e�x2)2
:

X
n�0

n2ne�2n =
x

2(1 � x2)
S
0 (x)

����
x=
p
2

=
x

2(1 � x2)

 
2x(1� x

2)e�x
2

(1� x2e�x2)2

!�����
x=
p
2

=
2e�2

(1� 2e�2)2
.

5. 8x 2 R; jArc tan xj �
�

2
, donc

jArc tan nxj
n2

�
�

2n2
, terme général d’une s´erie convergente,

donc cette s´erie de fonctions est normalement convergente surR, et sa somme est impaire comme
chacun des ses termes. Sur toute partie deR de la formefjxj � ag, où a > 0, la série des d´erivéesX
n�1

1

n(1 + n2x2)
�
X
n�1

1

n(1 + n2a2)
�

1

a2

X
n�1

1

n3
est normalement convergente, et doncf

0(x) existe

pour toutx 6= 0. Mais cette majoration ne tient plus en0 (i.e. si on ne suppose plusjxj � a > 0) :

lim
x�!0

NX
n=1

1

n(1 + n2x2)
=

NX
n=1

1

n
devient aussi grand qu’on veut pourN �! +1, i.e. lim

x�!0
f
0(x) = +1 :

le graphe def admet en0 une tangente verticale (`a la différence dex 7! Arc tan x, qui a en0 une
tangente de pente 1).

La série des d´erivées secondes
X
n�1

�2nx

(1 + n2x2)2
converge aussi normalement sur toute partie de la forme

fjxj � ag deR (où a > 0), puisque1 + n
2
x
2 � 2njxj = (1 � njxj)2 � 0, donc

2njxj
1 + n2x2

� 1 et

2njxj
(1 + n2x2)2

�
1

1 + n2x2
�

1

1 + n2a2
�

1

a2n2
, doncf 00(x) existe pour toutx 6= 0, etf 00(x) > 0 pour

x < 0, f 00(x) < 0 pourx > 0 (comme chacun des termes de la somme). Il en r´esulte quef est convexe
(i.e. le graphe def tourne sa concavit´e vers le haut) pourx < 0, et concave (i.e. le graphe def tourne sa
concavité vers le bas) pourx > 0. Le tracé (approximatif) du graphe def ne présente pas de difficult´e :
fonction impaire, donc sym´etrie par rapport `a l’origine, où la courbe admet une tangente verticale,

convexité surR� et concavité surR+, asymptotes horizontalesy = �
�

2

X
n�1

1

n2
pourx �! �1 (en

effet, par continuit´e def , le passage `a la limite pourx �! �1 à l’intérieur du signe
X

est justifié).
Pour préciser des valeurs num´eriques pour le trac´e, on peut calculer (`a la calculatrice programmable ou

à l’ordinateur) :
�

2

X
n�1

1

n2
� 2:7 etf

�
1

2

�
= 1:12; f(1) � 1:6; f(2) � 2; f(4) � 2:3; : : :


