UNIVERSITE PARIS VIII SERIES
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Examen partiel du 17 decembre 2003

1. (4 points) Nature desevies: a/y <1 —e n> In (1 + ) b/ nPem.

n>1 n>0

2. (6 points) On se propose de calculer la somme deelaesz n?e”™, et pour cela on consilé la
n>0

série de fonctiond (x) = Z e~ " montrer qu’elle converge normalement sur tout intervialle- oo,
n>0
aveca > 0, et qu’elle est deux foiseativable suif«, +oc] (justifier les calculsi T'aide des teoEemes du

cours). Calculerf(x), f'(x) etf”(x). En cBduire la valeur d{ ne".

n>0

_1)[%]

3. (4 points) Exprimer » (

n>1

(ou {g} désigne la partie ergre deg, i.e. le plus grand entier

) [5]
inferieur ouggala g) al'aide dez % et dez Q(k i) . Montrer que Iaerle; T) converge

—1) 1 $a 1
et calculer sa somme (on rappelle que powr 0, b > 0, Z - )b / T dt).
a+n o

4. (4 points) Montrer que la sfie de fonctionsz 22"~ est normalement convergente siret
n>0
calculer sa sommeg(z). Montrer quesS est &rivable suiR, calculerS’(x) et en &gduire la somme de la

sériez n2%e ",

n>0

. .. . Arct
5. (6 points) Montrer que la sfie de fonctionsf(z) = Z aretanny azn ne est normalement convergente
n

n>1
surR et que sa somme est impaire. Montrer qu’elle est contigrit é&rivable sur toute partie de de

la forme{|z| > a} (00« > 0). Que dire def’(x) lorsquex — 0? Montrer quef”(x) existe sur toute
partie de la formg|z| > a} deR, que f est convexe suR* et concave suR’. Tracer sommairement
le graphe d¢’ surR.
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1 1 1 1 1 1
1. a/ Lorsquen — +oo, 1 —e™n ~ —etln<1+—> ~ —donc(l—e n>1n<1+—> ~ — et
n n

n n n
1

donc < — ‘%> — :

d (1—em)In(1+ ~ ) converge

n>1

. L 1)2e7 "t 1 ..
b/ Ici, le crittre de d’Alembert donne: limjlr % = — < 1, donc la sfie Zn%‘”

n—r-—+0oo n<e €
n>0

converge. -

2.Pourz > a > 0,e™ < ™ = (e‘“)”, terme gréral d’'une sfrie ggongtrique convergente,

donc la grie de fonctiong (z) = Z e~ "* converge normalement sur tout intervdlle+ool, sia > 0.
n>0
La sommef de la €Frie, qui est pour tout une €rie ggongtrique, se calcule sans peine:
X

€ , . e, _ S . S .
E e " = = . La <frie des drivées— E ne ™" et la €rie des dfivées secondes
1l —e= et — 1
n>0 n>0
E n*e™"" convergent aussi normalement $ur-+oc[, puisquene ™" < ne™"* etn?e™™ < nfe”™
n>0

(n + 1)6_(n+1)a (n 4 1)2 —(n+1)a

et que poumn — oo, e — e " < let o — ¢~ " < 1 (critere de

d’Alembert). Donc, la efie des drlvees et laafie des dfivées secondes convergeant unifement sur
[a,+oc[, aveca > 0, f est 2 fois @rivable suiR* (« > 0 pouvante”tre choisi aussi proche de 0 que I'on

veut, la convergence a en fait lieu dr), etve € R*, f'(x) = = ne ™, etf"(x) =Y n’e™"".
n>0 n>0
On calculef’(x) et f(x) en dérivant (pourz > 0) la fonctionf : = — ‘ . Cf(x) = —(671)2 et
e’ — e’ —

e’ + 62“’ e+ e?
f'(x) = ———=, dou: n*e™" = (1) = .

(e ; (e—1)°
3. Pourn = 2k ou2k + 1, on a{ } =k, doncz )] => (=" +Z(_1)k

n>1 k>0 Zk —I_ 1 k>1 Zk

—1)* —1)* | Lot 1 1
— Z Q_Z =1 = / 5 dt—/ S dt = [Arctan ] —= [In(1 —|—t2)](1) =T 2
2ok t1 2«2k t2  Jo T+ L1+t 2 12

4. Une étude des variations de la fonctian— 22¢~* montre qu’elle est paire et que SRBr,, sa
dérivéex — 2x(1 — 2}2)6_902 est positive entré et 1, négative pour: > 1, avec un maximunegala —
€

enz = 1, doncva € R, 22"¢~™ < ¢, terme @héral d'une sfie ggométrique convergente. Donc la

2n —na? 2 —x? " 1
srie) " a converge normalement skret sa somme est(x) = » _ (2% e —

2, —T
n>0 n>0 L — %
~ . N . P _ 2 _.2\ "L
De méme on peut majorer ternaeterme la sfie des drlveesz 22(1 —2%)e ™ n <:1;26 “ >
n>0



2\ " 2 , 1
:Z 20(1—a%)e " (n + 1) < 2 > : d’'une partz?e™*" est bore’surR par —, d’autre part/a € R,
€
n>0
22| < 14 2? (puisque(l — |z])* > 0) et|l — 2?| < 1+ 2%, donc|2z(1 — 2?)| < (1 + 2*)* et donc

4

2 N
< 1+ = +— M, doncVz € R, |2z(1 — 2?)e 9”(n—|—1)< $>|<M(n+1) ~", terme
géréral d une stie convergente (cate de d’Alembert, par exemple), donc commedeesdes drivees

|22(1 — $2)€_$2| <(1+ 1’2)26_902 = 6_9”2—|—2:1;26_9”2—|—:1;46_9”2 = 6_952—|—2:1;2€_$2 +4

n—1
22:1; —z%)e ~n <$2€ 1’2> est normalement convergentéest drivable termea terme suR, i.e.
n>0
: ¢ aleat , e - 2(1 — %) 2 —a?\" -
S’(z) estégalea la somme de laesie des dfivées:S'(z) = ——= Z n <:1; e > , et en faisant
T
n>0

/ 2y,
— /2, on obtient, puisque par ailleus(z) = <;> = 2e(l = 27)e :

1 _ x26—1’2 (1 o xze_l,2)2
B x 2x(1 — 2}2)6_902
x:ﬁ 2(1 — $2) (1 _ x2€_1’2)2

|Arc tan na|

2e2

= Ty

Z n2"e” i = ﬁéﬂ (x)

n>0

z=V2

T s ., , L.
5 Vz € R, |Arctanz| < 5 donc 5 < el terme gréral d’une srie convergente,
n n

donc cette sfie de fonctions est normalement convergentelsuet sa somme est impaire comme
chacun des ses termes. Sur toute parti®dte la forme{|z| > «}, o0 a« > 0, la Lrie des dfivées
1 1 1 1

— < — < — — est normalement convergente, et dgice) existe
> A S S i S w gene, et dqc)
pour toutz # 0. Mais cette majoratlon ne tient plus ér(i.e. si on ne suppose plus| > a > 0):

N N
1 ! .

lim Z T Z devient aussi grand qu'on veut palir— oo, i.e. lim f'(x) = +oo:

z—30 14+ n
le graphe def admet er{) une tangente verticale (la difference der — Arctan z, qui a en0 une
tangente de pente 1).

La SLrie des dfivées seconde§ 72)2
n-xr
n>1

{|z| > a} deR (o0 a > 0), puisquel + n*x* — 2n|z| = (1 — n|z|)?* > 0, donc
2n|x| 1 1

< < < ,

(14 n222)2 = 14 n222 = 1 +n%® ~ a’n?

x <0, f'(x) < 0 pourz > 0 (comme chacun des termes de la somme). llesulté quef est convexe

(i.e. le graphe d¢ tourne sa concawtvers le haut) pour < 0, et concave (i.e. le graphe ddourne sa

concavit vers le bas) pour > 0. Le trac& (approximatif) du graphe déne pesente pas de difficat”
fonction impaire, donc syetfie par rapport 'origine, ai la courbe admet une tangente verticale,

converge aussi normalement sur toute partie de la forme

2n|x|
—— < 1 et
1+ n2z?

donc f”(x) existe pour tout: £ 0, et f”(z) > 0 pour

L " . 1
convexi€ surR _ et concavié’ surR ,, asymptotes horizontales = ig Z — pourz — oo (en
n
n>1
effet, par continug’de f, le passage la limite pourx — +oc a l'intérieur du signez est justifg).
Pour peciser des valeurs nwariques pour le trag on peut calculera(la calculatrice programmable ou

b K I l B N N N
anrdlnateur).2 Z 5~ 2.7etf <2> =1.12, f(1) = 1.6, f(2) =2, f(4) ~23,...

n>1



