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1. (4 points)Nature desevies: a/y <\/n3 +n+1—Vndt n> blz <Cos T enl_2>.

n>0
2. (4 points) Développer enevie entere la fonctionr +— In <:1; +V1+a > (Indication: driver; on

:Zoz(oz—l)...(oz—k—l—l)xk).

rappelle aussi que + «)” I

k>0

3. (5 points) On se propose deedtelopper enexie entere la fonction/ définie pour toutz € R

par.J(z) = /2 cos(xsint) dt. On admettra pour cela le calcul (qui s’obtient par ueeurfence sur

0
2 _ !
I'entier £) de l'intégrale de Wallis 2/ sin?*tdt = 135 (2k —1) = (2k)!

0 2.4.6...2k 22k (k!1)2

s

Z [t ko.2k o302k Fo0
2 1 t
J(z) = / (Z (= )(%)Sln dt. Si on peut justifier la permutation des symboE et/
0 k=0 : k=0
on obtiendra biena T'aide du calcul de I'inégrale de Wallis, le éveloppement cherehPour cela, on
too 22k
rappelle quérz € R, h il en résulte que le rest
ppelle querz € ; — coshz < 400 q ]%:1(%)
étre rendu aussi petit que I'on vat:(‘)ndition de choisiV assez grand. Eredluire que pour tout fixe
i’i 22 sin?* ¢ < 2_5, /% —li.i (—1)kFa?* sin®* ¢ al < -
(2k)! T o (2k)!
k=N+1 k=N+1

. Montrer que

de cette sfie peut

et toute > 0, AN tel quevt, d’ou

too T k 2k 2k 4 z k 22k 2k
2 (— sin? 2 sin?* ¢ 2
En déduire que = i dt = int)dt
q g /0 yhm g / / cos(xsint)

0

(utiliser la cEfinition de la limite), ce qui justifie la permutation E et/ et donner le dveloppement

k=0
en €rie entere deJ(z).

4. (5 points )Soit f définie, pourz € R , par: f(z) = / e_édt
0

(f est donc la primitive de~% qui s’annule enx = 0).

.T2 ’ . . ’ . Va " RS
a/ Développer enexie enteree~ = et en @&duire par irkgration le éveloppement enesie entere de
f(z). Quel est le rayon de convergence de cetteesntere ?

1 % t2
b/ On se propose de calculer une valeur appgeahl0-> pres def 5) = / e~ zdt.

(i) Exprimer ce nombre comme somme d’'urexisa l'aide du a/ et mont?er gu'’il s’agit d’unesgé
alterrée, i.e. de la formg(—l)”un,avec(un)nzo positive et é&croissant vers 0.

n>0
(i) On rappelle que le restel’'ordre p d’'une €rie alteree Z(—l)”un est inErieur en valeur absolwe °

n>0
la valeur absolue du premier termegtige, soitu ., c’esta-dire:

o0

(-1 <
pt1
Montrer que le reste d’ordre 1 (i.e. la somme2d@+oc) de la €rie trouee en (i) est irdfieura 1072,

(un)n>0 POSitive cEcroissant vers &>

et en é&duire une valeur approeba 10 pres def (%) = /2 5t
0



5. (8 points)On consigte la stie de fonctions) |

n>1

n

N R . 1 .
a/ Montrer,a I'aide du “criere d’Abel uniforme” (avew,, = — ete, () = 2" sin nx) qu’elle converge
n
N

N
uniformémentsuf—1, 1]. (N.B.: pour\érifier que les sommes partiell%E 2" sinnx

Jm E "

n=0

n=0

N

Z wneinl’

n=0 1

s’annule jamais suR, et que donc la fonctionz — —————, définie et continue sur—1, 1], y est
— xet¥

borrée : proprete des fonctions continues sur un intervalle ferpotre deR.)

< sont borees unifornement enz, on pourra efifier que la fonctionz — 1 — ze' ne

b/ On note ésormaiss(x) = E TR pourz € [—1, 1]. PourquoiS est-elle une fonction continue
n
n>1
dex sur[—1, 1]7?

Montrer ques est drivable surfj — 1, 1] (se placer pour cela dans un intervalle ferma, «|, avec
0 < o < 1, pour obtenir la convergence uniforme deéais des dfivées) et a pouretivée :

S'(x) = «"'sinnz + Y 2" cosna. Calculer cette somme poure] — 1, 1[ en I'ecrivant:
n>1 n>1

Jm (Z(me”)”) + Re (Z(:pe”)”) pourz # 0, et0 poura = 0.

n>1 n>1

TN B

sinz + x cosx — x2
N.B. : on doit trouver : S'(z) = + )

1 —2xcosa + 22
T sin T

c/ Verifier que S’(x) est aussi la efivée de la fonctionz — Arctan —— . En dgduire que
— X COST
Vo €] =1, 1[, S(z) = Arctan i
— X COST

d/ Prolonger cettedali€ par continug’deS en—1 et enl pour en @duire que§ SR g
n
n>1

i 1
et Z(—l)”smn = 3 (N.B.: on rappelle quein 2o = 2sin a cos «, quecos 2a = 2cos’a — 1,

n
n>1
T - sin 1 T 1
et que = tan <— — a> ; utiliser ces formules pour montrer gqye——— = tan [ — — = | et
tan a 2 1 —cosl 2 2
sin 1 1 Ly .
———— —tan [ — ) eten @&duire les formules demaeés.)
1+ cosl 2
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Ctntl-n’ - 1
1.a/Z<\/n3—|—n—|—1—\/n3—|—n>:Z\/n n n n —I—Z\/n =

n>0 n3—|—n—|—1—|—\/n3—|—n 1 1+vVn34+n
1 2 1 1
~ 14 = Z S,qwconverge eth<cos——en—2>:Z(l—;?—l—ﬁJro(ﬁ))
n>1 n>1

72 1 . .
~ (—1 — ?> > —» qui converge aussi.

n>1

x x4+ 1+ 22

1+
Lo o ) ) _ V1i+a? 14 a?
2.SOItf.:1;|—>ln<:1;—|—\/1—|—:1;2> [N.B.: = Argsinhz]: f'(z) = x+m_ Ty e

- = (142272 :Z(_%)'(%_1)---(%_k+1)$2k:Z(—l).(—3).(—5) (—2k+1) o
Vitat s i 2 T
D)*.L 2k — 1 —1)*(2k)! N ] -
- Z Sk 3251%1 ( )l‘% = Z %x% (en multipliant nurerateur et dhominateur
k>0 . k>0 .

par2.4.6...2k = 2F.1.2.3.. .k = 2%.k!); le développement d¢ s’en déduit, en inggrant celui def’

o (—1)*(2k)! 22541
avec la constante d'iagrationf(0) = 0:1n (z + VI +22) =) ST 2k T
k>0 )

3. Le développement eresie entere decos(x sint), valableVz € R, vVt € R, permet décrire :

7 (I (—1)Fa2ksin?* ¢ . . . . . 5 I
J(z) = > dt. La question est ici: peut-on intervertir les signgs et ~2?
o\ (2k)! o =

On va montrer en faitqué#e > 0, 3M € Ntel que

k 2k t %
Z/ sin’ dt —/ cos(xsint) dt
0 0

5 (— k 2% gin?* ¢ N 3 (— 1)kx2k sin?f ¢ 3
dt = lim / dt:/ cos(xsint)dt = J(x
/0 Hz Sy oot = 0

s

Ceci reviena montrer que, la permutation des symbo)éé etz ne posant pas de prawhe puisqu'’il
0 k=0

g Y2k 2% z
g / (:;k)sm dt — / cos(xsint) dt
z N 2k +o0 k..2k 2k +o0 k 2k
2 (—1)kx2ksm t (—1) 227 gin*" ¢ / sin?* ¢
— dt — dt dt
[yt s =

k=0 E=0 O k=N+1
donca montrer, en majoranitin ¢| par1 et la valeur absolue de liagrale par I mEgraIe de la valeur
too 2k

absolue, queve > 0, M € NtelqueN > M — ’ { Z
0

E=N+1
+00 2k

Or pourzx fixe, comme le rappelle le texte, le reste d’ordre § —
(2k)!
k=N+1
2k

N o L2 " - .
decosh x : § (;k)' peutétre rendu indgrieura —e a condition de choisiV assez grand, i.e. plus grand
. m
k>0

< &, ce qui montrera bien que

|

s’agit d’'une somme finie:

Ve >0, M € NtelqueN > M —

<eg,

2! dit < e.

du dBveloppement eresie




gu’un certainM Donc on abienYe > 0, 3M € Ntel que

k 2k 2k = k 22k 2k
t — t N
N>M— S )| < e e J(a / RLLELPPN
0 0
+°O( 1)k 2k
le développement eresie entere de/ : J(z) = — sin?* ¢ dt, et, finalementa Y'aide du
2k)!
k=0 ( ) 0
T I k 2k
calcul de l'inegrale de Wallis /(= =3 Z 2% k' -, le développement eresie cherck:

O

+o0 too
z 2 z -1 nt2n —1)» x2n-|—1
4. al f(x) = /0 e 7dt = f(x) = /0 {Z%} dt = Z(an)! ST Le rayon de

n=0 ) n=0
convergence de cetterse estt-oo comme celui de I'exponentielle.

bl f L —Ji ()27 Ji (=" ui est uneefie alterree, puisque I'application
2) &= 2l 2n41 23n+1n!(2n+1)’q  PUIS] PP

n — 2°"+1pl(2n 4 1) est clairement croissante versc. D’'aprés le rappel du texte,

+o0 too
1 (—1)" 1 1 L4 s
— = < 10—, d'ou une valeur approdga
; 23n+1p!(2n 4 1) ; 2n+lpl(2n + 1) — 27.2.5 1280 PP

= 0.490 a10~ pres.

\ 1 . 1 1 47
1072 pres def | = ) : la somme des 2 premiers termes+ ——— = —
2 2 2423 96

5. a/ En suivant les indications du texte, ogrifie que la fonction: — 1 — z¢™® ne s’annule en aucun
point deR, car en un tel poink on devrait avoir ¢ = —, d’ou, en prenant les modules,= +1, et
Z

ni 1 ni —1 n'annulent cette fonction. La fonction — T est donc dfinie et continue SuR, et
— ze'r

en particulier elle est boa® et atteint ses bornes sur le compadt, 1]. Il en résulte que les sommes
N N N :
) ) 1 — xN-I—lez(N-I—l)x
ot "~ n _1ne n _1ne
' sinny| = |Jm r'e < x'e . .
> stsnne| = m 3| < |3 T
. n_:O ; n=0 n:_O‘ . ,
borrées unifornrement env € [—1, 1]. Alors le criere de convergence uniforme d’Abel montre que la

partielles sont

L : 1 ) . .
série de fonctlons§ —z" sin nz converge uniforrmmentenc € [—1, 1].
n
n>1

L 1 — :
b/ Lapplications :  — S(x) = Z —z" sin nz est ainsi continue suir-1, 1]. Pour montrer qu’elle
n
n>1
est drivable suff — 1, 1[, consiarons sur tout intervalle-«, o], aveca €]0, 1[, la £rie des dfivées:
+ oo + oo
Y @' sinnw + ) 2" cosna. |l est clair que pout: € [0, o], chacune de cessés est absolument

n=1 n=1

+oo
convergente( < o < 1, doncz a”" < +o0). Donc S est drivable sur touf—a, «}, aveca €]0, 1],
n=1
+oo +oo
donc sui—1, 1] etS’(x) a pour valeury 2"~ sinna+» " cosna, SOit) pourz = 0 et pourz # 0,
n=1 n=1

S') =

&l»—k

Jm (Z(xe”)”) + Re (Z(me”)”) - %Jm (%) + Re (%)

n>1 n>1

_ ljm ((:Jccos:z; +ixsina)(l — zcosx —|—i:1:sin:1;)>+%e ((xcos:z;—l—i:z;sinx)(l — T Cosx —|—i:1;sin:1;)>

2 2

x (1 —xcosa)? + a?sin”x (1 —xcosa)? + a?sin”x
lasinz(l —xcosz) 4+ a?sinzcosz  xcosz(l —xcosa) — a? sin’

x 1 —2xcosz + 22 1 —2xcosz + 22

1 rsinx xcosT — a’ sinax + xcosx — 2

PP P — T T——— = | 2rcose + a2 " expression qui est aussi vrale en



x = 0, donc pour toutr €] — 1, 1].

sinx + x cosx — x2

¢/ Un calcul simple montre quéx €] — 1, 1],
— T COST

. !
_ (Amn 7) et

1 —2xcosz + 22
T sin T

commesS(0) = 0, on en @duit bien querz €] — 1, 1], S(x) = Arctan

— T COS T

d/ Mais commeS est finie etcontinue sur [—1, 1] tout entier, et qu’il en est de emie pour la
Z S1n

fonctionx — Arctan 7‘%, on peut prolonger par continaignl et —1 (i.e. faire tendre: versl
— X COS T
ou—1 dans) légalie S(x) = Arctan 19‘/’& , démontee pourr €] —1, 1[, pour obtenir: en faisant
— X COS T
i in 1 . i in 1 :
r=1:) "2 _ Arctan — - et, enfaisant = —1: Z(—l)”smn = Arctan ——~ . Mais
=~ n 1 —cosl ~ n 1 +cosl
. - .1 1 . - .1 1
sin 1 _ 2811&;;0185 _ 1 ~ tan E_l sin 1 _ 281H§COIS§ :tanl.on on dduit
1 —cosl 2sin” 5 tan = 2 2 1+ cosl 260s2§ 2
sinn 7 sinn 1
alors que: = - ——et —1)" = —.
a Z n 2 2 (=1) n 2

n>1 n>1



