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1. (4 points)Nature des s´eries : a/
X
n�0

�p
n3 + n+ 1�

p
n3 + n

�
; b/
X
n�1

�
cos

�

n
� e

1

n
2

�
.

2. (4 points)Développer en s´erie entière la fonctionx 7! ln

�
x+

p
1 + x2

�
(Indication : dériver ; on

rappelle aussi que(1 + x)� =
X
k�0

�(� � 1) : : : (�� k + 1)

k!
x
k).

3. (5 points) On se propose de d´evelopper en s´erie entière la fonctionJ définie pour toutx 2 R

par J(x) =

Z �

2

0

cos(x sin t) dt. On admettra pour cela le calcul (qui s’obtient par une r´ecurrence sur

l’entier k) de l’intégrale de Wallis :
2

�

Z �

2

0

sin2k t dt =
1:3:5 : : : (2k � 1)

2:4:6 : : : 2k
=

(2k)!

22k(k!)2
. Montrer que

J(x) =

Z �

2

0

 
+1X
k=0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!

!
dt. Si on peut justifier la permutation des symboles

+1X
k=0

et
Z �

2

0

,

on obtiendra bien, `a l’aide du calcul de l’int´egrale de Wallis, le d´eveloppement cherch´e. Pour cela, on

rappelle que8x 2 R ;

X
k�0

x
2k

(2k)!
= cosh x < +1 : il en résulte que le reste

+1X
N+1

x
2k

(2k)!
de cette s´erie peut

être rendu aussi petit que l’on veut `a condition de choisirN assez grand. En d´eduire que pour toutx fixé

et tout" > 0, 9N tel que8t ;

�����
+1X

k=N+1

x
2k sin2k t

(2k)!

����� � 2"

�
, d’où

�����
Z �

2

0

 
+1X

k=N+1

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!

!
dt

����� � ".

En déduire que
+1X
k=0

Z �

2

0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!
dt = lim

N�!+1

NX
k=0

Z �

2

0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!
dt =

Z �

2

0

cos(x sin t) dt

(utiliser la définition de la limite), ce qui justifie la permutation de
+1X
k=0

et
Z �

2

0

, et donner le d´eveloppement

en série entière deJ(x).

4. (5 points )Soitf définie, pourx 2 R , par :f(x) =
Z

x

0

e
� t

2

2 dt

(f est donc la primitive dee�
x
2

2 qui s’annule enx = 0).

a/ Développer en s´erie entièree�
x
2

2 et en déduire par int´egration le d´eveloppement en s´erie entière de
f(x). Quel est le rayon de convergence de cette s´erie entière?

b/ On se propose de calculer une valeur approch´eeà 10�3 près def

�
1

2

�
=

Z 1

2

0

e
� t

2

2 dt.

(i) Exprimer ce nombre comme somme d’une s´erie à l’aide du a/ et montrer qu’il s’agit d’une s´erie
alternée, i.e. de la forme

X
n�0

(�1)nun,avec(un)n�0 positive et décroissant vers 0.

(ii) On rappelle que le reste `a l’ordrep d’une série alternée
X
n�0

(�1)nun est inférieur en valeur absolue `a

la valeur absolue du premier terme n´egligé, soitup+1, c’est-à-dire :

(un)n�0 positive décroissant vers 0)

�����
1X
p+1

(�1)nun

����� � up+1.

Montrer que le reste d’ordre 1 (i.e. la somme de2 à+1) de la série trouvée en (i) est inf´erieurà 10�3,

et en déduire une valeur approch´eeà 10�3 près def

�
1

2

�
=

Z 1

2

0

e
� t

2

2 dt.



5. (8 points)On considère la série de fonctions
X
n�1

x
n sinnx

n

a/ Montrer,à l’aide du “critère d’Abel uniforme” (avecvn =
1

n
et "n(x) = x

n sin nx) qu’elle converge

uniformément sur[�1; 1]. (N.B. : pour vérifier que les sommes partielles

�����
NX
n=0

x
n sinnx

����� =
�����Im

NX
n=0

x
n
e
inx

�����
�

�����
NX
n=0

x
n
e
inx

����� sont bornées uniform´ement enx, on pourra v´erifier que la fonction :x 7! 1 � xe
ix ne

s’annule jamais surR, et que donc la fonction :x 7!
1

j1 � xeixj
, définie et continue sur[�1; 1], y est

bornée : propriété des fonctions continues sur un intervalle ferm´e borné deR.)

b/ On note d´esormaisS(x) =
X
n�1

x
n sin nx

n
pourx 2 [�1; 1]. PourquoiS est-elle une fonction continue

dex sur[�1; 1]?

Montrer queS est dérivable sur] � 1; 1[ (se placer pour cela dans un intervalle ferm´e [��; �], avec
0 < � < 1, pour obtenir la convergence uniforme de la s´erie des d´erivées) et a pour d´erivée :
S
0(x) =

X
n�1

x
n�1 sinnx+

X
n�1

x
n cos nx. Calculer cette somme pourx 2]� 1; 1[ en l’écrivant :

1

x
Im

 X
n�1

(xeix)n

!
+Re

 X
n�1

(xeix)n

!
pourx 6= 0, et0 pourx = 0.

�
N:B: : on doit trouver : S

0(x) =
sin x+ x cos x� x

2

1� 2x cos x+ x2

�

c/ Vérifier queS 0(x) est aussi la d´erivée de la fonction :x 7! Arctan
x sinx

1 � x cosx
. En déduire que

8x 2]� 1; 1[, S(x) = Arctan
x sinx

1� x cos x
.

d/ Prolonger cette ´egalité par continuit´e deS en�1 et en1 pour en déduire que
X
n�1

sinn

n
=

�

2
�

1

2

et
X
n�1

(�1)n
sinn

n
=

1

2
. (N.B. : on rappelle quesin 2� = 2 sin� cos�, quecos 2� = 2 cos2 � � 1,

et que
1

tan�
= tan

�
�

2
� �

�
; utiliser ces formules pour montrer que

sin 1

1� cos 1
= tan

�
�

2
�

1

2

�
et

sin 1

1 + cos 1
= tan

�
1

2

�
et en déduire les formules demand´ees.)
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1.a/
X
n�0

�p
n3 + n+ 1�

p
n3 + n

�
=
X
n�0

n
3 + n+ 1� n

3 � n
p
n3 + n+ 1 +

p
n3 + n

= 1+
X
n�1

1
p
n3 + n + 1 +

p
n3 + n

' 1 +
1

2

X
n�1

1

n
3

2

, qui converge ; et b/
X
n�1

�
cos

�

n
� e

1

n
2

�
=
X
n�1

�
1�

�
2

2n2
� 1 �

1

n2
+ o

�
1

n2

��

'
�
�1�

�
2

2

�X
n�1

1

n2
, qui converge aussi.

2. Soitf : x 7! ln
�
x+

p
1 + x2

�
[N:B: : = Arg sinhx] : f 0(x) =

1 +
x

p
1 + x2

x+
p
1 + x2

=

x+
p
1 + x2

p
1 + x2

x+
p
1 + x2

=
1

p
1 + x2

= (1+x2)�
1

2 =
X
k�0

(�1
2
):(1

2
� 1) : : : (1

2
� k + 1)

k!
x
2k =

X
k�0

(�1):(�3):(�5) : : : (�2k + 1)

2kk!
x
2k

=
X
k�0

(�1)k:1:3:5 : : : (2k � 1)

2kk!
x
2k =

X
k�0

(�1)k(2k)!

22k(k!)2
x
2k (en multipliant num´erateur et d´enominateur

par2:4:6 : : : 2k = 2k:1:2:3 : : : k = 2k:k!) ; le développement def s’en déduit, en intégrant celui def 0

avec la constante d’int´egrationf(0) = 0 : ln
�
x+

p
1 + x2

�
=
X
k�0

(�1)k(2k)!

22k(k!)2

x
2k+1

2k + 1
.

3. Le développement en s´erie entière decos(x sin t), valable8x 2 R,8t 2 R, permet d’écrire :

J(x) =

Z �

2

0

 
+1X
k=0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!

!
dt. La question est ici : peut-on intervertir les signes

Z �

2

0

et
+1X
k=0

??

On va montrer en fait que :8" > 0; 9M 2 N tel que

N �M =)

�����
NX
k=0

Z �

2

0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!
dt�

Z �

2

0

cos(x sin t) dt

����� � ", ce qui montrera bien que

+1X
k=0

Z �

2

0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!
dt = lim

N�!+1

NX
k=0

Z �

2

0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!
dt =

Z �

2

0

cos(x sin t) dt = J(x)

Ceci revientà montrer que, la permutation des symboles
Z �

2

0

et
NX
k=0

ne posant pas de probl`eme puisqu’il

s’agit d’une somme finie :

8" > 0; 9M 2 N tel queN �M =)

�����
NX
k=0

Z �

2

0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!
dt�

Z �

2

0

cos(x sin t) dt

�����
=

�����
Z �

2

0

(
NX
k=0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!
dt�

+1X
k=0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!

)
dt

����� =
�����
Z �

2

0

+1X
k=N+1

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!
dt

����� � ";

doncà montrer, en majorantjsin tj par1 et la valeur absolue de l’int´egrale par l’intégrale de la valeur

absolue, que :8" > 0; 9M 2 N tel queN �M =)
Z �

2

0

(
+1X

k=N+1

x
2k

(2k)!

)
dt � ".

Or pourx fixé, comme le rappelle le texte, le reste d’ordreN :
+1X

k=N+1

x
2k

(2k)!
du développement en s´erie

decosh x :
X
k�0

x
2k

(2k)!
peutêtre rendu inf´erieurà

2

�
" à condition de choisirN assez grand, i.e. plus grand



qu’un certainM . Donc on a bien :8" > 0; 9M 2 N tel que

N � M =)

�����
NX
k=0

Z �

2

0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!
dt� J(x)

����� � ", i.e.J(x) =

+1X
k=0

Z �

2

0

(�1)kx2k sin2k t

(2k)!
dt, d’où

le développement en s´erie entière deJ : J(x) =
+1X
k=0

(�1)kx2k

(2k)!

Z �

2

0

sin2k t dt, et, finalement, `a l’aide du

calcul de l’intégrale de Wallis :J(x) =
�

2

+1X
k=0

(�1)kx2k

22k(k!)2
, le développement en s´erie cherch´e.

4. a/ f(x) =

Z
x

0

e
� t

2

2 dt = f(x) =

Z
x

0

(
+1X
n=0

(�1)nt2n

2nn!

)
dt =

+1X
n=0

(�1)n

2nn!

x
2n+1

2n + 1
. Le rayon de

convergence de cette s´erie est+1 comme celui de l’exponentielle.

b/f

�
1

2

�
=

+1X
n=0

(�1)n

2nn!

2�2n�1

2n + 1
=

+1X
n=0

(�1)n

23n+1n!(2n+ 1)
, qui est une s´erie alternée, puisque l’application

n 7! 23n+1n!(2n+ 1) est clairement croissante vers+1. D’après le rappel du texte,�����
+1X
n=2

1

23n+1n!(2n + 1)
�

+1X
n=0

(�1)n

23n+1n!(2n+ 1)

����� � 1

27:2:5
=

1

1280
< 10�3, d’où une valeur approch´eeà

10�3 près def

�
1

2

�
: la somme des 2 premiers termes :

1

2
�

1

24:2:3
=

47

96
= 0:490 à 10�3 près.

5. a/ En suivant les indications du texte, on v´erifie que la fonctionx 7! 1 � xe
ix ne s’annule en aucun

point deR, car en un tel pointx on devrait avoir :eix =
1

x
, d’où, en prenant les modules,x = �1, et

ni 1 ni �1 n’annulent cette fonction. La fonctionx 7!
1

1� xeix
est donc d´efinie et continue surR, et

en particulier elle est born´ee et atteint ses bornes sur le compact[�1; 1]. Il en résulte que les sommes

partielles

�����
NX
n=0

x
n sin nx

����� =
�����Im

NX
n=0

x
n
e
inx

����� �
�����
NX
n=0

x
n
e
inx

����� =
����1 � x

N+1
e
i(N+1)x

1� xeix

���� � 2

j1� xeixj
sont

bornées uniform´ement enx 2 [�1; 1]. Alors le critère de convergence uniforme d’Abel montre que la

série de fonctions
X
n�1

1

n
x
n sinnx converge uniform´ement enx 2 [�1; 1].

b/ L’applicationS : x 7! S(x) =
X
n�1

1

n
x
n sinnx est ainsi continue sur[�1; 1]. Pour montrer qu’elle

est dérivable sur]� 1; 1[, considérons sur tout intervalle[��; �], avec� 2]0; 1[ , la série des d´erivées :
+1X
n=1

x
n�1 sinnx +

+1X
n=1

x
n cos nx. Il est clair que pourx 2 [0; �], chacune de ces s´eries est absolument

convergente (0 < � < 1, donc
+1X
n=1

�
n
< +1). DoncS est dérivable sur tout[��; �], avec� 2]0; 1[ ,

donc sur]�1; 1[ etS 0(x) a pour valeur
+1X
n=1

x
n�1

sinnx+

+1X
n=1

x
n cos nx, soit0 pourx = 0 et pourx 6= 0,

S
0(x) =

1

x
Im

 X
n�1

(xeix)n

!
+Re

 X
n�1

(xeix)n

!
=

1

x
Im

�
xe

ix

1 � xeix

�
+Re

�
xe

ix

1� xeix

�

=
1

x
Im

�
(x cos x+ ix sinx)(1 � x cos x+ ix sinx)

(1� x cos x)2 + x2 sin2 x

�
+Re

�
(x cos x+ ix sinx)(1� x cos x+ ix sinx)

(1� x cos x)2 + x2 sin2 x

�

=
1

x

x sin x(1� x cosx) + x
2 sinx cosx

1� 2x cos x+ x2
+
x cos x(1� x cosx)� x

2 sin2 x

1� 2x cos x+ x2

=
1

x

x sinx

1� 2x cos x+ x2
+

x cos x� x
2

1� 2x cos x+ x2
=

sinx+ x cosx� x
2

1 � 2x cos x+ x2
, expression qui est aussi vraie en



x = 0, donc pour toutx 2]� 1; 1[.

c/ Un calcul simple montre que8x 2] � 1; 1[,
sin x+ x cos x� x

2

1� 2x cos x+ x2
=

�
Arc tan

x sinx

1 � x cos x

�0
, et

commeS(0) = 0, on en déduit bien que8x 2]� 1; 1[, S(x) = Arc tan
x sinx

1 � x cos x
.

d/ Mais commeS est définie etcontinue sur [�1; 1] tout entier, et qu’il en est de mˆeme pour la

fonctionx 7! Arc tan
x sinx

1� x cos x
, on peut prolonger par continuit´e en1 et�1 (i.e. faire tendrex vers1

ou�1 dans) l’égalitéS(x) = Arc tan
x sinx

1� x cos x
, démontrée pourx 2]�1; 1[ , pour obtenir : en faisant

x = 1 :
X
n�1

sin n

n
= Arc tan

sin 1

1 � cos 1
et, en faisantx = �1 :

X
n�1

(�1)n
sinn

n
= Arc tan

sin 1

1 + cos 1
. Mais

sin 1

1� cos 1
=

2 sin 1
2
cos 1

2

2 sin2 1
2

=
1

tan 1
2

= tan

�
�

2
�

1

2

�
et

sin 1

1 + cos 1
=

2 sin 1
2
cos 1

2

2 cos2 1
2

= tan
1

2
. On en déduit

alors que :
X
n�1

sinn

n
=

�

2
�

1

2
et
X
n�1

(�1)n
sinn

n
=

1

2
.


