UNIVERSITE PARIS VIII INTEGRATION
DEUG MIAS 2003-2004

Examen partiel du 16 decembre 2003

1. (6 points) Calculer les limites des sommes de Riemann:

k=n
1 3 1 1 1 1 2z-—1 1 1
al lim —Y —"—— (ondonne:r—— = - D +5 )
n——too n £~ + k 14+ =z 31+ 6xz2—z2+1 2(:1;—l>2—|—<£>
2 2
k=n
) 1 km . kwo. . .

b/ lim - > 5 sin (intégration par parties).

2. (8 points) Calculer une primitive pour chacune des quatre fonctions suivargisied suf—1, 1] :

A
alz — Arccosz blr s 1 — 22:¢lz s xArcsinz; dl z — \/@_
T

Calculer la valeur moyenne siy 1, 1] de chacune de ces quatre fonctions.
(N.B.: la dernere fonction n’est pasedinie aux bornes, mais sa primitive (n'importe laquelle) I'est, et
I'int'egrale suf—1, 1] -intégrale impropre- a bien un sens.)

: I 2 . i
3. (3poaints) Calculer im — / T Arctangde (on ne cherchera pascalculer de primitive).
h—0h J, (1 + :1;2)2

x? L, x? 1 —2x
sE dz (enécrivant gque————— = ——z.——— et

1
4. (3 points) Calculer I’imégrale/0 ( 1527 2 15 27)

en ingégrant par parties).

5. (4 points) On consigére I'équation dif€rentielle:y’ + 3y = e " cost (1)
a/ On cherche les solutions sous la forpte) = z(¢)e=* (N.B. s'il y avait0 a la place de " cos ¢, il
est facile de efifier que ce serait la formeegérale de la solution del ), avecz = Cte). Montrer que

e = e cost et en dduire que: = / e* costdt.

b/ Calculer la primitive la plusgf€rale de +— ¢*' cos ¢ et en @duire la solution grérale de(1).
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k=n k=n
. 1 n3 . 1 1 . , .
la/ lim - > P im —% ———— (limite d'une somme de Riemann)
k=1 k=1 14+ —
n
_/1 dx _1/1 dx 1/1(2:1;—1)d:1;+1/1 dx
o L+22 3 ), 1+2 6J, 22—ax+1 2 ), (:1;—%)24—(@)2
1 L1 20— 11" 1 ™
= —[In(1+2)> — = [In(1 — z + 22 —|———[Arctan ] =—In24+ —
k=n
k k 2 Sk km
b/ lim =" Mein St — 2 fim L T sin — (limite d’une somme de Riemann)
n——teo 4 2n 2n T n—+too 2n 2n 2n
2 (% 2 z 2 [% 2 z 2
= —/ zsinz dr = — [~z cosz|i + —/ cosxdr = —[sinx — xcosz]g = —
T Jo T T Jo T T

d
2.a//Arccos:1;d:1; = xArccosz + v = xArccosz — V1 — 22 + Clte

\/21—:1;
b//\/l—xQd:p:x\/l—x?—l— \/%—:1;\/1—:1;2 / Lo \/780“2

2/\/1 —22dr = zV1 —:1:2—|—Arcsin:1;—|—0te,l.e./\/1 —2%2dx = 5 <:1;\/1—:1;2—|—Arcsm:1;>—|—0te

ou encore, par un changement de variable:: si Arcsin x : alorsz = sinu etv'1 — 22 = cos u
. T T
<comme u = Arcsinx | —3 <u < ) ,donc cosu > 0> etdz = cosu du, donc:

1
/\/1—:1;2d:1;:/6082udu:§/ (1+cos2u) du=
1
= 5 <Arcsin:1; +2v1— :1;2>—|—Cte.

1 1 1
5 (u —|—§sin2u> —I—Cte:§ (u 4+ sinucos u)+Cte

c//A inad 1/A inzd(z?) = ~a?A L[ aide
zArcsinz dr = — rcsinz d(z®) = —x rcsm:z;——
2 2 VI1—a?
1 1 1 —a23)d 1 d 1 1
= 5:1;2Arcsinx+§/%——/\/%: 5(:1; —1)Arcs1n:1;—|—§/\/1—:1;2d:1;

%(:1; — )Arcsina 4+ — <:1;\/1 — 22 4+ Arcsin :1;> +C'te (d'apres le b/)
1 1
:—<:1;2—§> Arcsinz + :1;\/1—:1; + (C'te.

d/ Siu = Arccos x: /\/ Arccos:z; —/\/ﬂdu = —%u% + Cte = —%(Arccos :1;)% + Cte.

Valeur moyenne de ces 4 fonctions $utl, 1] :

I 1 1
a/—/ Arccosxd:z;:—{xArccosx—\/l—xz} _T
2 /4 2 -1 2
I 1 1
b/§/ \/1—:1;2d:1;:Z{x\/l—xz—l—Arcsinx} :%
1 -1
1 , 11/, 1 , 1 !
C/§ zArcsinxz dx = 7|3 e Arcsmx—l—zxvl — 22 =
-1

T
2 2 8



1
3
— (Arccos :1;)2} =
—1

wl}—\

al / /Arccos:z;
1—:1;

b
3. D’apres la formule fondamentale du calculegtal (i.e.F'(b) — F(a) = / F'(t)dt), si F est une

_ : . L a2 F(1+h)— F(h

primitive de la fonction sous le signg, lim —/ xiArctanxdx = lim (1+h) (h)
h—0h f, (1 + ) h——0 h
est la é&rivée enl de /', c’esta-dire la valeur en de la fonction F’, fonction sous le signg:
14+h 2
1 1

lim — / " Arctanwde = —— Arctanl = -~ = =
h—0 h (1 + 22)2 (1+1)2 474 16

1 2 1! 9 1! 1 1 L'y omod
o[ o= o= [ () =5[] 5 [
o (14 22)? 2 /o (1 4+ 22)? 2 /o 14 a2 9 1—|—:Jc2 2 Jo 1422
1 |
0

5.al/ Dey(t) = z(t)e"* on tire en @fivant:e " cost = y' + 3y = 2'e™ — 3ze7% + 327 = e,
douz'(t) = e* cost, i.e. en in€grant z(t) = /th costdt + Cte.

b/ On fait une double imtjration par partlesf e* cost dt = /thd(sint) =e?lsint — 2 / e*sint dt
2 sint—l—Z/eztd(cos 1) = e sin t+26% cost—4/e cost dt, d’ou en regroupant |efe costdt:
1
5/62 costdt = &2 (smt +2cost) + Cte, etz(t) = /e% costdt = gezt(sint +2cost) + Cte. On

en dsduit la solution gférale de IEquation(1): y = z(t)e ™ = ge_t(smt +2cost) + Ae™" (0U ) est
une constantesglle quelconque).



