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1. (5 points) Soit
�

continuestrictementpositive sur l’intervalle �������	� de 
 . Pour tout �
�
� , soit������� � ����� � ��� ��������� ����� � � unesubdivisionde �����	��� tellequelesairessousla courberepŕesentativede
�

entre�!�"��# et �$�"��#&%'� soientégalespourtout ( de ) à �$*,+ (et donctouteségales̀a
+� -/.0 �2143656783

).

Montrer que 9;:=<�?>	@A%�B +� 1C�21 ��� 5EDF�21 ��� 5ED ����� DF�21 ���G>�� 5H5 � -/.0 �'I 1J3656783- .0 �2143656783 . Indications : on pourra

montrer que (pour tout � et) pour tout ( entre ) et �F*K+ , il existe un L # entre ��# et ��#&%'� tel que1 ��#&%'� * ��# 56�21 L # 5 � -FMONQPSRMON �2143656783 � +� - .0 �2143656783
; en écrivantalors

+� � 1 ��#T%'� * ��# 5H�21 L # 5- .0 �21J365U7S3 , montrer

que 9;:=<�?>	@A%�B +� 1V�21 ��� 5�DF�21 ��� 5ED ����� DF�21 ���G>�� 5H5 � 9=:;<�?>O@W%�B
�?>��X #&Y�� 1 ��#T%'� * ��# 5H�21 ��# 5H�Z1 L # 5- .0 �2143656783 ;

comparer le nuḿerateur à la somme

�?>��X #&Y�� 1 ��#&%'� * ��# 5H�'I 1 ��# 5 : montrer l’existenced’une constante[
indépendantede � telle quepour tout ( de ) à �\*]+ , ��#&%'� * ��#_^ [ � (N.B. : on pourra vérifier que[ �a` .0 �Z1J36567836b :=ced M�fhg 0	i .=j �21 � 5 convient); en utilisant alors l’uniforme continuit́e de

�
sur l’intervalle

compact �������	� , montrer que la différence

�G>��X #&Y�� 1 ��#&%'� * ��# 56�21 ��# 5H�21 L # 5 * �?>��X #&Y�� 1 ��#T%'� * ��# 5H� I 1 ��# 5 peut être

rendueaussipetitequel’on veutà conditiondechoisir � assezgrand.

2. (8 points) a/Montrerquek'lm�onh)p�hq rts , uwvHxzy�{hc�| + D xz}8~�l~H:;c�l � *_u�v6xzy	{?c 1 x�}?y�l 5 � l r etquek'lm�onh)p�hq r�s ,u�vHx�y	{hc | +W*�xz}8~�l~H:;c�l � D u�vHx�y	{hc 1 x�}?y�l 5 � q *�lr (indication: dériver lesdeuxmembreset évalueren l � q � ).

b/ Soit l���n8)p� q r s . En faisantle changementde variable � � y	{?c 3r , calculeren fonction de l
l’int égrale

-�� �� 783+ D xz}8~�l�~6:=c 3 |�}hc�vH{h������9=9;��������k 3 ����* q � q �&��~6:�� � y	{?c 3r���{?9=}8v6~�~6:=c 3 � r �+ D � I � et

montrerà l’aide du a/que k � ���=)p��+S� , - � �� 783+ D � ~6:=c 3 � u�v6x�xz}8~ �� +W* � I .

c/ Calculerdemême,pour l�� n )e�?q r s , l’int égrale
- � �� 783+W*�xz}8~�l�~6:=c 3 et montrerà l’aide du a/ quek � �E��)e��+�� , - � �� 783+W* � ~6:=c 3 � q *�u�v6x�x�}h~ �� +W* � I .

d/ En déduirequela fonction
��� ���� - � �� 783+ D � ~6:=c 3 estdéfinieet continuesur ��*!+8��+�� . Montrer

quel’int égrale
- �>�� �21 � 5U7 � convergeet la calculer.



3.(5points)Onseproposedecalculerlesintégrales  � - %�B� 7 �1 � I D � D + 5 I et ¡ � - %�B� 7 �� I 1 � I D � D + 5 I .

Montrerque   et ¡ sontbienconvergentes.Enécrivantque ¢ � 1 � I�D � D + 5 * +� 1 r � D + 5UI � + (vérifiercette

égalit́e),calculer  à l’aide d’uneintégrationparparties.Enfin,calculer ¡ , envérifiantd’abordl’ égalit́e :+� I 1 � I D � D + 5 I � * r� D +� I D r � D +� I D � D + D +r r � D +1 � I D � D + 5 I * +r +1 � I D � D + 5 I .

4. (5 points) Soit, pour )¤£¦¥"£¨§ , l’int égrale   � -©-�ª�«Q¬ i ­e® Y�¯ « M i °�® fO± �³² ¬ �U´ M � % ° �U´ ­ �³µ 7 � 7 l� I D � l D l I
( ¶ 1 ¥e��§ 5

estunecouronnecirculairedans
 I
). Montrer, à l’aide d’un passageencoordonńeespolaires,

que   � |�9=c § ¥ � - I¸·� 7�¹+ D ~H:;c ¹ xz}8~ ¹ . Endéduirela valeurde   enjustifiantleségalit́essuivantes:- I¸·� 7�¹+ D ~6:=c ¹ x�}h~ ¹ � -Fº ·� 7¼»r D ~H:;c » � r - I¸·� 7¼»r D ~H:;c » � r - I¸·� 783r D x�}8~ 3 � ¢ - %�B>eB 7 �� D � I| }8c½v�{h�p�'�z9=9=��������k 3 �E��* q � q �T�w~6:�� � y�{hc 3r �	{h9;}8vH~�xz}8~ 3 � +�*¾� I+ D � I � .

5. (5 points) Montrer que k'l"�¿
W� - %�B� À > M ~6:=c r � l 7 � converge. À l’aide de deux intégrationspar

partiessuccessives,montrerquecetteintégraleapourvaleur
r l+ D ¢ l I .

Montrerquel’int égrale
- �� 7 l - %�B� À > M ~H:=c r � l 7 � convergeet la calculer. En déduirela valeurde

l’int égrale
- %�B� À > Mo~6:=c I �� 7 � . Quelthéor̀emeutilise-t-onici et qu’est-cequi justifie sonutilisation?


