
UNIVERSITÉ PARIS VIII CALCUL DIFFÉRENTIEL
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1. (6 points) On rappelle que : a/ tout sous-espace vectoriel deR
n peut s’écrire comme une intersection

de noyaux de formes lin´eaires ; b/ l’image réciproque d’un ouvert par une application continue est un
ouvert ; c/ l’image réciproque d’un ferm´e par une application continue est un ferm´e.
(N. B. : les trois questions1.1., 1.2. et1.3 . qui suivent sont ind´ependantes.)

1.1. Montrer que tout sous-espace vectoriel deR n est fermé. En déduire que siF est un sous-espace
vectoriel et�!x est un vecteur deRn qui n’appartient pas `aF , il existe un" > 0 tel queB(�!x ; ")

T
F = ;.

1.2. Soit (�!xk)k2N une suite de vecteurs deRn telle que : a/9�!v 2 Rn = 8k 2 N ; < �!xk;�!v >= 0 ; b/
8k 2 N ;8l � k ; jj�!xk � �!xl jj < 2�k. Montrer que(�!xk)k2N est une suite de Cauchy et qu’elle converge
vers un

�!
� tel que<

�!
� ;�!v >= 0.

1.3. Soit f une application continue deR n dansR, k un réel, etEf;k = f�!x 2 Rn = f(�!x ) > kg.
Montrer queEf;k est ouvert ; en d´eduire que sif(�!x ) > k, alors9" > 0 = 8�!y 2 B(�!x ; ") ; f(�!y ) > k.

2. (6 points) Soit 
 : R �! R
3 définie par :
(t) = (cos t; sin t; t). Calculer

��!

0(t) et

��!

 00(t) ; on pose

��!
� (t) =

��!

0(t)

jj
���!

0(t)jj

,
��!
�(t) =

��!

00(t) et

��!
�(t) =

��!
� (t) ^

��!
�(t) ; montrer que

n��!
� (t);

��!
�(t);

��!
�(t)

o
est une base

orthonormée deR 3 (le repère orthonorm´e
�

(t);

��!
� (t);

��!
�(t);

��!
�(t)

�
est appel´e “repère mobile en
(t)”).

Donner des ´equations de la tangente en
(t) à la courbe image Im(
). On consid`ere l’intersection
de cette tangente avec le planfz = 0g : elle décrit, lorsquet varie, une courbe plane. Donner une
paramétrisationx = x(t); y = y(t) de cette courbe et ´etudier son allure au voisinage det = 0.

3. (6 points) On rappelle que8A 2 Mn(R) ; 8t 2 R, on définit :

etA =

1X
k=0

tk
Ak

k!

def

= lim
N�!1

NX
k=0

tk
Ak

k!
et queeA+B = eAeB pour toutes matricesA etB qui commutent.

3.1. Que vaute0? (oùO est la matrice nulle)
3.2. Montrer queeA : t 7! etA est une application deR dansMn(R) = R

n
2

dérivable ent = 0, de

dérivéeA, i.e. e0
A
(0) = A. Pour cela on montrera (ou on admettra) queetA � I � tA = lim

N�!1

NX
k=2

tk
Ak

k!

est uno(t) en majorant, pour toutN , jjt2A2

NX
k=0

tk
Ak

(k + 2)!
jj part2jjA2jjejjAjj pourjtj � 1.

3.3. En déduire queeA est dérivable en toutt deR, de dérivéee0
A
(t) = AetA.

3.4. En déduire que8�!Z 2 Rn, l’applicationX : t 7! etA
�!
Z est dérivable et satisfait pour toutt

l’ équation différentielle :
���!
X 0(t) = A:

��!
X(t), avec la condition initiale en0 :

���!
X(0) =

�!
Z .

4. (4 points) Soit f : R+ �! R+ définie parf(x) = 1 + xe�x. Variations et graphe sommaire
de f . Montrer quef applique l’intervalle[1; 2] dans lui-même. Montrer, `a l’aide de la formule des
accroissements finis, quef est contractante de l’intervalle[1; 2] dans lui-même.

En déduire,à l’aide du théorème du point fixe, l’existence d’un unique� 2 [1; 2] tel que1+�e�� = �.
En donner un algorithme de calcul approch´eà l’aide d’une suite d´efinie par une relation de r´ecurrence.

5. (4 points) Soit' l’application deR 2 dans lui-même dont la matrice dans la base canonique est

�
1 2

0 1

�
.

Montrer sans calculs que l’application :�!x 7! jj'(�!x )jj2 deR2 dansR est bornée -et atteint ses bornes-
sur le cercle-unit´efx2 + y2 = 1g. Déterminer (par le calcul) ces bornes en param´etrant le cercle-unit´e

parfx = cos �; y = sin �; � 2 [0; 2�[g (on pourra montrer quejj'(�!x )jj2 = 3 + 2
p
2 sin

�
2� �

�

4

�
).
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1.1. Tout sous-espace vectoriel deRn peut s’écrire comme une intersection d’hyperplans (voir le
cours) ; or tout hyperplan est un ferm´e deR n comme image r´eciproque def0g -fermé dansR- par une
forme linéaire, i.e. une application lin´eaire, donc continue, deR n dansR. Comme une intersection de
fermés est un ferm´e, tout sous-espace vectoriel deR n est bien un ferm´e. Il en résulte que siF est un
sous-espace vectoriel, son compl´ementaireF c est ouvert : donc si�!x 2 F c, il existe une bouleB(�!x ; ")
de centre�!x entièrement contenue dansF c, ce qui est exactement dire queB(�!x ; ")

T
F = ;.

1.2. Tout d’abord, la suite(�!xk)k2N est une suite de l’hyperplan�!v ?, qui est d’apr`es ce qui pr´ecède
un sous-espace vectoriel ferm´e deR n ; de plus cette suite est clairement de Cauchy : pour tout" > 0

fixé, soitN le premier entier tel que2�N � " ; alors d’après les hypoth`eses faites sur la suite(�!xk)k2N,
8k � N;8l � N; jj�!xk ��!xl jj < ". Comme elle est de Cauchy dansRn, elle converge, et comme�!v ? est
fermé, elle converge dans�!v ? : donc sa limite

�!
� est bien dans�!v ?, i.e. telle que<

�!
� ;�!v >= 0.

1.3. Ef;k = f�1 (]k;+1[), image réciproque d’un intervalle ouvert deRpar une application continue,
est un ouvert deR n. Donc8�!x 2 Ef;k; 9" > 0 = 8�!y 2 B(�!x ; ") ;�!y 2 Ef;k, ce qui est exactement ce
qu’il fallait démontrer.

2. Des calculs imm´ediats donnent :
��!

 0(t) =

2
4� sin t

cos t

1

3
5 ,
��!

00(t) =

2
4� cos t

� sin t

0

3
5,
��!
� (t) =

1
p
2

2
4� sin t

cos t

1

3
5,

��!
�(t) =

��!

00(t) =

2
4� cos t

� sin t

0

3
5,
��!
�(t) =

1
p
2

2
4 sin t

� cos t

1

3
5. 0n a :<

��!
� (t);

��!
�(t) >= 0 : comme

��!
� (t) et

��!
�(t) sont

orthogonaux (et donc leur sinus est ´egalà 1) et de norme 1,
��!
�(t) =

��!
� (t) ^

��!
�(t) est orthogonal `a

��!
� (t) et

��!
�(t), et de norme 1. Il en r´esulte que le rep`ere

�

(t);

��!
� (t);

��!
�(t);

��!
�(t)

�
est un rep`ere orthonorm´e deR 3.

Un point M(x; y; z) est sur la tangente en
(t) à la courbe imageIm(
) si et seulement si le

vecteur
��!
OM �

��!

(t) =

2
4x� cos t

y � sin t

z � t

3
5 est colinéaireà

��!

0(t) =

2
4� sin t

cos t

1

3
5, c’est-à-dire si et seulement

si (deuxéquations suffisent) :x � cos t = �(z � t) sin t et y � sin t = (z � t) cos t, d’où en faisant
z = 0 dans ces ´equations une param´etrisation de l’intersection cherch´ee de la tangente avec le plan
fz = 0g : x = x(t) = cos t + t sin t; y = y(t) = sin t � t cos t. Soit c(t) le point (x(t); y(t)). On

calcule :
��!
c0(t) =

�
t cos t

t sin t

�
;
��!
c00(t) =

�
cos t� t sin t

sin t+ t cos t

�
;
���!
c000(t) =

�
�2 sin t� t cos t

2 cos t� t sin t

�
, d’où ent = 0 :

��!
c0(0) =

�!
0 ;

��!
c00(0) =

�
1

0

�
;
���!
c000(0) =

�
0

2

�
. On a icip = 2; q = 3 : la courbeIm(c) admet donc ent = 0

un point de rebroussement de premi`ere esp`ece (la courbeIm(c) s’appelle unedéveloppante de cercle).

3.1. e0 = I, puisqueA0 = I est le seul terme non nul dans la somme
1X
k=0

tk
Ak

k!
lorsqu’on faitt = 0.



3.2. On a bienetA � I � tA = lim
N�!1

NX
k=2

tk
Ak

k!
= lim

N�!1
t2A2

N�2X
k=0

tk
Ak

(k + 2)!
; or pour toutN ,

�����
�����t2A2

N�2X
k=0

tk
Ak

(k + 2)!

�����
����� � t2jjAjj2

N�2X
k=0

jtjk
jjAjjk

(k + 2)!
� t2jjAjj2

N�2X
k=0

jtjk
jjAjjk

k!
� t2jjAjj2

+1X
k=0

jtjk
jjAjjk

k!

= t2jjAjj2ejtjjjAjj � t2jjAjj2ejjAjj (pour jtj � 1) est uno(t), donc8N;

�����
�����t2A2

N�2X
k=0

tk
Ak

(k + 2)!

�����
����� = o(t),

et ceci reste vrai en passant `a la limite lorsqueN �! +1, i.e. jjetA � I � tAjj = o(t), ou encore

lim
t�!0

����
����e

tA � e0

t
�A

����
���� = 0, ce qui est exactement dire que l’applicationeA est dérivable ent = 0, de

dérivéee0
A
(0) = A.

3.3. On en déduit quee0
A
(t) = lim

s�!0

e(s+t)A � etA

s
=

�
lim
s�!0

esA � e0

s

�
:etA = A:etA, donceA est

bien dérivable en toutt, de dérivéee0
A

: t 7! A:etA.
3.4. Il en résulte que8�!Z 2 R

n, l’applicationX : t 7!
��!
X(t) = eA(t):

�!
Z , qui a pour d´erivée

l’application X 0 : t 7!
���!
X 0(t) = A:eA(t):

�!
Z = A:

��!
X(t), satisfait donc bien pour toutt l’ équation

diff érentielle
���!
X 0(t) = A:

��!
X(t), avec de plus la condition initiale en0 :

���!
X(0) = e0:

�!
Z =

�!
Z .

4. On af 0(x) = (1 � x)e�x, d’où le tableau de variation def :
x 0 1 +1

f 0(x) 1 + 0 – 0

f(x) 1 % 1 + 1
e
& 1

Un graphe sommaire s’en d´eduit immédiatement, qu’on peut pr´eciser en remarquant qu’il admet un
unique point d’inflexion enx = 2, puisquef 00(x) = (x � 2)e�x. Commef est décroissante sur

[1; 2], avecf(1) = 1 +
1

e
2 [1; 2] et f(2) = 1 +

2

e2
2 [1; 2], f applique bien[1; 2] dans lui-

même ; commef 0(1) = 0 et f 0(2) = �
1

e2
2 [�1; 0], avecf 0 décroissante sur[1; 2], on obtient que

jf 0(x)j est majorée par
1

e2
< 1 pourx 2 [1; 2], donc, d’après la formule des accroissements finis, que

8x 2 [1; 2]; 8y 2 [1; 2]; jf(x) � f(y)j �
1

e2
jx � yj, i.e. quef est contractante de rapport

1

e2
sur

l’intervalle fermé [1; 2]. Il en résulte, d’apr`es le théorème du point fixe, l’existence d’un unique point fixe
� def dans[1; 2], i.e. � 2 [1; 2] tel que1 + �e�� = �. Un algorithme de calcul de� consiste `a prendre
par exemplex0 = 1 et à définir par la relation de r´ecurrencexk+1 = f(xk) la suite(xk)k2N, dont� est la
limite (on peut démontrer par exemple quex10 est une valeur approch´ee de� à 10�4 près).

5. La forme quadratiquejj'jj2 : �!x 7! jj'(�!x )jj2 = (x+2y)2+y2 (si�!x =

�
x

y

�
) est continue deR 2

dansR, par exemple comme compos´ee d’une application lin´eaire deR 2 dans lui-même par l’application
�!x 7! jj�!x jj2, et le cercle-unit´e deR 2 est un compact (ferm´e comme image r´eciproque def1g par
l’application�!x 7! jj�!x jj2, et borné), donc elle est born´ee et atteint ses bornes sur le cercle-unit´e. Avec
x = cos �; y = sin �, on obtient :jj'(�!x )jj2 = (x+2y)2+y2 = cos2 �+4 cos � sin �+4 sin2 �+sin2 � =

1+ 4 sin2 �+ 4 cos � sin � = 3� 2 cos 2�+ 2 sin 2� = 3+ 2(sin 2�� cos 2�) = 3 + 2
p
2 sin

�
2� �

�

4

�
.

Il en résulte, le sinus prenant toutes les valeurs possibles entre�1 et 1, que les bornes cherch´ees sont
3� 2

p
2 et3 + 2

p
2 (ce qui pour�!x 7! jj'(�!x )jj, correspond `a�1 +

p
2 et1 +

p
2).


