UNIVERSITE PARIS VIII CALCUL DIFFERENTIEL
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Examen partiel du 30 avril 2002

1. (6 points) On rappelle que : a/ tout sous-espace vectorieRdegpeut sEcrire comme une intersection
de noyaux de formes kaires ; b/ 'image gciproque d’un ouvert par une application continue est un
ouvert; c/ 'image Eciproque d’un ferrapar une application continue est un feam”

(N. B.: les trois questions.1., 1.2. et 1.3 . qui suivent sont indpendantes.)

1.1. Montrer que tout sous-espace vectorielRdeest ferng. En &duire que si’ est un sous-espace
vectoriel etz est un vecteur dB ™ qui n’appartient paa ¥, il existe un: > 0 tel queB(?, ey F=0.

1.2. Soit(7}),.y Une suite de vecteurs de” telle que: aAv e R™ / Vk e N, <z}, 7 >=0; b/

Vk e N,V >k ||:zT;§ z{|| < 27*. Montrer que(z}), o, est une suite de Cauchy et qu’elle converge
vers un? tel que< €, 7 >= 0.

1.3. Soit f une application continue de " dansR, k un réel, etE;, = {7 c R" | f(7) > k}.

Montrer quels; ;. est ouvert; en@duire que sf(@) > k, alors3e > 0 / Vi € B(7,¢), f(¥) > k.

2. (6 points) Soity : R — R *® définie par:y(¢) = (cost,sint,t). Calculerm et~"(t); on pose

) = ||F7§|| o(15 = 47(8) et 3t} = 7(1} A v({); montrer que{ﬁ,m,[ﬁ} est une base
Y
orthonornee deR ? (le repEre orthonorra <’y 73 173 [ﬁ) est appad“repere mobile eny(1)”).
Donner desquations de la tangente e(¥) a la courbe image Im{. On consi@re I'intersection

de cette tangente avec le plan = 0} : elle decrit, lorsquet varie, une courbe plane. Donner une
parangtrisations = x(¢),y = y(¢) de cette courbe @tudier son allure au voisinage tle- 0.

3.(6 points) On rappelle quefA e M, (R), Vt € R, on cEfinit:
Z t’“ N déf Nh Z t’“— et quee’t? = 4¢P pour toutes matricest et B qui commutent.

3. 1 Que vaute® ? (ai O est la matrice nulle)

3.2. Montrer quec,4 : ¢ — ¢4 est une application d& dansM,,(R) = R™ dérivable et = 0, de
N

Lo . Ak
dérivée A, i.e.¢(0) = A. Pour cela on montrera (ou on admettra) glie— / — tA = lim Zt’“—

N—0
Ak
k+2)!
3.3. En déduire que:4 est dErivable en tout deR de dErivéee’ (1) = Ae'A.

3.4. En dgduire quéd? R™, IappllcatlonX t — etA7 est drivable et satisfait pour tout
I"equation diférentielle : X'(¢ j AX(t j avec la condition initiale ef: X (0) =

N
est uno(¢) en majorant, pour touy, ||¢2A? Zt’“ || part?||A%||eM! pour |t < 1.

4. (4 points) Soit f : Ry — R, définie parf(x) = 1 4+ xe~*. Variations et graphe sommaire
de f. Montrer quef applique lintervalle[1,2] dans lui-n€me. Montrera'l'aide de la formule des
accroissements finis, qyeest contractante de I'intervallé, 2] dans lui-ngéme.
En déduire a l'aide du tlEoeme du point fixe, I'existence d’un uniqdec [1, 2] tel quel +£e ¢ = €.
En donner un algorithme de calcul apprea@iaide d’une suite efinie par une relation decurrence.

5. (4 points) Soit I'application deR % dans lui-n€me dont la matrice dans la base canoniqu% %Sﬂ .

Montrer sans calculs que I'application’ — ||¢(7)||* deR ? dansR est bore -et atteint ses bornes-
sur le cercle-uné{z? + y* = 1}. Déterminer (par le calcul) ces bornes en patarit le cercle-ungt”

par{z = cosf,y = sinf, 0 € [0,2x[} (on pourra montrer quélx(7)||? = 3 4+ 2v/2sin <20 — %))
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1.1. Tout sous-espace vectoriel &&" peut sEcrire comme une intersection d’hyperplans (voir le
cours) ; or tout hyperplan est un feendeR " comme imageeciproque dg0} -fermé dansR- par une
forme lingaire, i.e. une application kaire, donc continue, de " dansR. Comme une intersection de
fermés est un ferm, tout sous-espace vectoriel B¢ est bien un ferm. Il en Esulte que s¥' est un
sous-espace vectoriel, son coerpéntairel’ est ouvert: donc siv € F*, il existe une boulé3( 7, <)
de centrez’ entiérement contenue dams, ce qui est exactement dire qig 7, <) () F = 0.

1.2. Tout d’abord, la suitéf;ﬁ)keN est une suite de I'hyperplai’*, qui est d’apes ce qui petede
un sous-espace vectoriel fezrdeR " ; de plus cette suite est clairement de Cauchy : pourdaout0
fixe, soitV le premier entier tel que~" < ¢ ; alors d’apes les hypoteses faites sur la sui(@)keN,
Yk > N,VI> N, ||z} — zi|| < e. Comme elle est de Cauchy ddRs, elle converge, et comme* est
fermé, elle converge dang'* : donc sa Iimite? est bien dang’, i.e. telle que< ?, v >=0.

1.3. E;r = f~! (Jk, +o0]), image Eciproque d’un intervalle ouvert depar une application continue,
est un ouvert d® ". DoncvY@ € Ky, 3e > 0 / VY € B(7,2), ¥ € Eyx ce qui est exactement ce
gu’il fallait demontrer.

—sint —cost —sint
2. Des calculs imradiats donnenty’ (1§ = | cost | ,7"() = | —sint |, 7(0) = — | cost |,
1 0 V2 1
—cost 1 sint
zﬁ = W = | —sint W = 7 —cost [.Ona:< Wﬁ,u(t >= 0:commervﬁ etv(t) sont
0 1

orthogonaux (et donc leur sinus egjala 1) et de norme 1ﬁ(t§ = r(t§ A z/(t§ est orthogona'h‘rvﬁ et
v(t), et de norme 1. Il eneulte que le regre <7(t), Wﬁ, zﬁ, W) est un repte orthonorradeR >.
Un point M (x,y, z) est sur la tangente ef(t) a la courbe imagdm(~) si et seulement si le

x —cost —sint
vecteurOM — m = | y—sint | est coliréairea fy’(t} = cost |, C'esta-dire si et seulement
z—1 1
si (deuxequations suffisent): — cost = —(z — #)sint ety — sint = (z — t) cost, d’ou en faisant

z = 0 dans cesquations une paraetrisation de I'intersection cherehd’de la tangente avec le plan
{z=0}: 2 = 2(t) = cost + tsint, y = y(t) = sint — tcost. Soit¢(t) le point (x(¢), y(¢)). On

[ [ t—tsint —2sint —t [ <
calcule: /(1) = { o ], (1) = {;Orfwrt:)rslt}’ (t) = { e } d'otient = 0:

2cost —tsint

C’WS = ﬁ, ' 3 = {H , ) = {g} .Onaicip =2, ¢ = 3:la courbe/m(c) admet donc en= 0
un point de rebroussement de premiespce (la courbém(c) s’appelle uneléveloppante de cergle

. © Ak ‘
3.1. ¢ = I, puisqueA® = I est le seul terme non nul dans la somEEzt’“g lorsqu’on faitt = 0.
k=0 )



N-2 k

iAo tA T _ A _ 2 k
3.2. On a biene I —1A h_r)nooz_:t Nh_r)noot A Zt i : or pour tout,
~ 1A || || || IIAII’“
tQAQZt’“(k < 7|4 thl’“ < 7|4 thl’“ < |4 thl’“
k:
° N-2 Ak
= 7| APl < 12| AP/ (pour |t < 1) est uno(t), doncV N, [[17A%) i = o(t),
—~ (k+2)
et ceci reste vrai en passamta limite lorsqueN — +oo, i.e. ||e* — I — tA|| = o(t), ou encore
. etd — el . . , L -
thn% — Al| = 0, ce qui est exactement dire que I'applicatiopnest drivable ent = 0, de
e

dériveee’, (0) = A.

(s+t)A _ _tA sA 0
3.3. On en @&duit quec’,(¢) = lim S <lim ‘ ‘ ) e = A, doncey est
s S

—0 s—0 S
bien dirivable en tout, de drivéee’, 1t — A.c'4.

3.4. Il en résulte quéd? € R~ l'application X : ¢ X(t} = eA(t).7, qui a pour @rivée
I'application X’ : ¢ — X’(t} = A.eA(t).7 = A.X(t}, satisfait donc bien pour tout!equation
diff'erentieIIeX’(t} — A.X(t), avec de plus la condition initiale eén X(O} =7 =7,

x 0 1 +00
4.0naf'(z) = (1 —x)e ", d'ou le tableau de variation dé: f'(x) | 1 + 0 - 0
fla) 1 24 1+t N 1
Un graphe sommaire s’ereduit immeédiatement, qu’on peut @ciser en remarquant qu’il admet un
unique point d’'inflexion en: = 2, puisquef”(x) = (x — 2)e~*. Comme f est dcroissante sur

[1,2], avec f(1) = 1 + é € [1,2]etf(2) =1+ 2 € [1,2], f applique bien[1,2] dans lui-

e2

R 1 L :
méme ; commef’(1) = 0 et f'(2) = —— € [-1,0], avecf’ décroissante suf, 2], on obtient que
€

- 1 . . -
| f'(x)| est majoee par€—2 < 1 pourz € [1,2], donc, d’apes la formule des accroissements finis, que

1 . 1
Ve € [1,2], Yy € [1,2], [f(z) — f(y)| < —lz — y|, i.e. quef est contractante de rappo# sur
€
I'intervalle fermeé[1, 2]. Il en résulte, d’apes le tleoreme du point fixe, I'existence d’un unique point fixe
¢ de f dans|1,2], i.e.£ € [1,2] tel quel + £e=¢ = £. Un algorithme de calcul dé consistea’prendre
par exempler, = 1 eta cfinir par la relation dee€urrencer . = f(z) la suite(xy,), .., donté est la
limite (on peut @montrer par exemple qug, est une valeur approek’de¢ a10~* pres).

5. La forme quadratiquy||? : @ +— ||o(T)|]* = (2 +2y)2 +y? (SIT = [ﬂ)est continue d& ?

dansR, par exemple comme compesd’une application li@dire deR  dans lui-n€me par I'application
7T ~ ||7]|% et le cercle-un#’deR ? est un compact (fermcomme imageeciproque de{1} par
I'application @ + || ||?, et borr€), donc elle est boe€ et atteint ses bornes sur le cercleainiec
x = cos b,y = sin §, on obtient | |<,9(7)||2 = (z+2y)*+y* = cos* O+ 4 cos §sin 6 +4 sin?0+sin? 0 =
14+4sin?0+4cosfsinl =3 —2cos20 + 2sin 20 = 3+ 2(sin 26 — cos260) =3 +2v/2sin <2(9 — %)

Il en résulte, le sinus prenant toutes les valeurs possibles entedt 1, que les bornes chered$ sont
3 —2v/2 et3 + 2v/2 (ce qui pour® — ||o(7)||, correspond ™1 + /2 et + /2).



