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1. (2 points) Dans �������	��
�� , anneaudesclassesrésiduellesmodulo 
 , donnerla tabledel’addition
et celledela multiplication; peut-ondéciderauvu decestablessi ��� estun corps?

2. (4 points) Soit 
 l’ensembledespolynômesdedegré ��� qui s’annulenten � et en � :
������������ ��� �"!$#%�����&�'�)(*�$+,�-�&�'�.(/�0+,�1�32 .
a/ Montrerque 
 estun espacevectorielsur � .
b/ Montrerquetoutvecteurde 
 estunpolynômedela forme 4657��8943:;� :=< (*4>53894?:@+7�BA , etendéduire
que �C� < �BAD�E� :F< �9AG2 estun syst̀emegéńerateurde 
 .
c/ Montrerque �C� < � A �E� : < � A 2 estenfait unebasede 
 , etendéduirela dimensionde 
 .

3. (4 points) Montrer que le syst̀emede vecteurs
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UVIIWIIX forme unebasede

�ZY sur � et calculerlescoordonńeesduvecteur

LMM
N ����

Q RR
T danscettebase.

4. (8 points) a/ Soientdans[\���]A lesvecteurs
<^ 4_� LN ���

QT � <^a` � LN � O �
QT � <^ab � LN � ��

QT .

Montrerque � <^ 4�� <^c` � <^ab 2 estunebasede � A etcalculerdanscettebaselescoordonńeesde
<^ d � LN < 
O< �

QT .

b/ Soient
<^ e � LN ��< �

QT � <^gf � LN �< ��
QT � <^ h � LN � �< �

QT , et soit i l’endomorphismede � A défini par:

ij( <^ 4"+F� <^ e
, ij( <^ ` +F� <^kf

, ij( <^ab +F� <^ h
. Déterminerlescoordonńeesde ij( <^ d + :

– d’aborddansla basecanonique

HJ K <^ml � LN ���
QT � <^kn � LN � ��

QT � <^Vo � LN �� �
QT U W

X ;

– puisdansla base� <^ 4p� <^ ` � <^ b 2 .

c/ Vérifierque
<^ e < <^Vf < <^ h � <^ � ; endéduireque

<^ 4 < <^q` < <^ab �BrBsDtui .
d/ Montrerque � <^ e � <^ f 2 estunebasede vxwyi ; endéduirela dimensionde rBsDt�i et endonnerunebase
(on rappelleque t�z{(|i}+,��~&����[ < ~&����rBsDtui ).

5. (6 points) Soit [ ��� Y � ��� l’espacevectoriel despolynômesà coefficients réels,de degré � P
;

endonnerunebaseet la dimension.Onconsid̀eredans[ lesvecteurs: � , ��(�� < �0+ , ��(�� < �0+�(�� < O + ,��(�� < �0+�(�� < O +�(�� < ��+ . Cesvecteurssont-ilslinéairementindépendants?Onnotera� le sous-espace
vectorielde [ qu’ils engendrent.Quelleestsadimension?
Soit i-��[ ^ � la forme linéairedéfiniepar ij( ��+����.( �$+ . Montrerque i estsurjective, et doncde
rang � (indication: lespolynômesconstantsfont partiede [ ); quelleestla dimensionde rBsDtui ?Montrer
que ����rBsDt�i et endéduireque rBsDt�i��-� .



Corrig éde l’examen partiel d’algebre lin éairedu 17décembre 1998

1. Lestablesdemand́eessont:

+ � � O � P� � � O � P� � O � P �O O � P � �� � P � � OP P � � O �
et

� � � O � P� � � � � �� � � O � PO � O P � �� � � � P OP � P � O �
On constatesur cestablesque,en admettantl’associativité deslois 8 et � dans ��� , que ( ��� , +) est
un groupecommutatif(élémentneutre� ) et que( ���� , � ) estégalementun groupecommutatif(élément
neutre � ), puisquetout élémentnon nul a un inverse: � � ��� � , O � �B� � , � � O � � , P � P � � .
Il resteraitdoncencoreà vérifier queles lois 8 et � sontassociatives,et � distributive sur 8 (ce qui
résultedecespropríet́espour 8 et � dans� ) pourobtenirque��� estbienuncorps,d’ailleurscommutatif.

2. a/ Soient � et � desvecteurs(polynômes)de 
 , et soient � et � desréelsquelconques.Il faut
vérifier que ����8��"� sontaussidans
 . D’abord(avecla convention !$#%�]� <�� ), !$#�������!$#%����� ,!x#�������!$#%����� , et !$#0( �{�)8p���Z+�� �¢¡�£�(*!$#|¤¥��!$#%�Z+���� ; ensuite(|���¦8p����+�(*�$+,�-���)(*�$+D8p���.( �$+}�1�
et (|���§89����+�(;�0+F�-���)(;�0+&89���.(/�C+,�1� , donc ����8B�¥� estbienunélémentde 
 . 
 estunsous-espace
vectorielde ��� ��� , et doncbienun espacevectorielsur � .
b/ Tout polynôme � de � A � �9� s’écrit: ����4x¨F8 4>57��8 4?:/� : 8 4 A �BA , avec 4x¨ , 4>5 , 43: , 4 A réelsquel-
conques; si �©� 
 , on a deplus: �.( �$+��ª� et �.(/�0+«�¬� , soit 4x¨Z�¬� et 4x¨­8�465®8�4?:F8�4 A �¬� , soit
encore���¯4>5°�±8�43:E� : < (*4>5²8�4?:%+7� A �¯4>5�(�� < � : +²8�4?:C(�� : < � A + , avec 465 et 4?: quelconques:
 estdoncl’ensembledescombinaisonslinéaires̀acoefficientsréelsde � < � A et � : < � A . Cesdeux
polynômesformentdoncbienun syst̀emegéńerateurde 
 .
c/ Pourmontrerque �C� < �BAD�	� :'< �9AD2 estunebasede 
 , il suffit doncde montrerquec’est un
syst̀emelibre. Or si �³(�� < � A +68´�,(�� : < � A +­��� , enfaisant�µ� < � , onobtient

O �¶�-� , etenfaisant
parexemple�·� O

, <�¸ � < P �B�_� , d’où �¹�1�9�_� : �C� < �BAD�	� :­< �9AG2 estdoncbienunebasede
 , qui estainsidedimension
O
.

3. Il suffit demontrerquele syst̀emeestderang
P

; or
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carcederniersyst̀emeest

échelonńe: unecombinaisonlinéairenulledeces4 vecteursestà coefficientstousnulscar:
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Cesyst̀emede4 vecteursestdonclibre dansun espacevectorieldedimension4: c’estdoncunebase

de ��Y sur � . Pourcalculerdanscettebaselescoordonńeesdu vecteur
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d 8 Å18ÈÆ � �O d < Å 8�Ç¶�È�� d < Å18ÈÆ �È�P d 8 Å 8�Ç¶�È�



On en tire:
O d < O Å´� < � (3É ligne - 1É ligne) et

O d 8 O Å���� (4É ligne - 2É ligne), d’où
d � < �P etÅ�� �P . Onendéduitimmédiatement,enreportantcesvaleursde

d
et Å dansles1É et4É lignes,que ÆZ���

et Ç,� �P , d’où :
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4. a/Commedansl’exercicepréćedent,calculonsle rangdusyst̀eme � <^ 4.� <^a` � <^ b 2 :

t�zFÊ <^ 4p� <^a` � <^ab	Ë ��t�zFÊ <^ 4}� <^c` < � <^ 4}� <^cb'Ë ��t�z º¼ LN ���
QT � LN �< �< O

QT � LN � ��
QT ½¿ �"t�z º¼ LN ���

QT � LN �< �< O
QT � LN ��< �

QT ½¿ �Ì� , car

cederniersyst̀emeestéchelonńe(mêmeargumentqu’à l’exercicepréćedent).Il enrésultequele syst̀emeÍ <^ 4p� <^a` � <^ab]Î
, libre dans�ZA , enestunebase.Pourcalculerlescoordonńeesde

<^ d
danscettebase,il faut

déterminerÀ ��ÁF�EÂ , réels,telsque:<^ d � LN < 
O< �
QT � À LN ���

QT 8�Á LN � O �
QT 8�Â LN � ��

QT , soit:

HJ K À 8 ��Á � < 
À 8 O Á 8 Â � OÀ 8 Á 8 Â � < �
On entire immédiatement: Á´��� , d’où À � < � P , et enfin Ây���C� , soit

<^ d � < � P <^ 4�8Ï� <^ ` 8��C� <^Sb
.

b/ Par linéarit́e,ona: ij( <^ d +F� < � P ij( <^ 4�+�8Ä�$ij( <^ ` +�8��D�$ij( <^ b +­� < � P <^ e 8Ï� <^ f 8��C� <^ h
, soit:

ij( <^ d +F� LN < �u�ÐP
QT � < ��� <^ l 8 Ð <^ n 8 P <^ o

. Et pourtrouver lescoordonńeesÀ ��ÁF�EÂ de iÑ( <^ d + dansla base

� <^ 4p� <^a` � <^cb 2 de �]A , il fautdoncrésoudrel’ équationen( À ��ÁF�EÂ ) : À <^ 4�8�Á <^c` 8¶Â <^ab � < ��� <^ l 8 Ð <^ n 8 P <^ o
,

soit:

HJ K À 8È�uÁ � < ���À 8 O Á¬8ÒÂ�� ÐÀ 8ÓÁ 8ÒÂ�� P . On trouve Á{���&� À � < O �&�ÔÂ&� O � , soit ij( <^ d +*� < O � <^ 4­8}� <^ ` 8 O � <^ b .

c/ On vérifie sanspeineque
<^ e < <^Vf < <^ h � <^ � , c’est-̀a-dire ij( <^ 4�+ < ij( <^a` + < ij( <^ab +Õ� <^ � , i.e.ij( <^ 4 < <^ ` < <^ b +F� <^ � , i.e.

<^ 4 < <^ ` < <^ b �´rBsDt�i .

d/ Comme � <^ e � <^ f � <^ h 2 estl’image par i de la base
Í <^ 4p� <^a` � <^ b Î

de �]A , Im i = Vect (
<^ e � <^ f � <^ h ) =

Vect (
<^ke � <^Vf ) puisque

<^ h � <^ e < <^Vf
. Or � <^ e � <^Vf 2 estlibre, puisquesi � <^ e 8�� <^Vf � <^ � , on a �Ö��� et���1� (3É et2É coordonńeesde � <^ e 8Ö� <^ f

). Donc � <^ e � <^ f 2 estunebasedeIm i , et t�z&i´� O
. Et comme~&����rBsDt�i§�_~&����[ < t�z3i��\� < O ��� , rBsDt�i estdedimension1; on enconnâıt un vecteurnonnul :<^ 4 < <^ ` < <^ b

, d’apr̀esle c/ ; donc
Í <^ 4 < <^ ` < <^ b Î � HJ K LN < O< O�

QT U W
X estunebasede rBsDtui .

5. On sait que [Ö�¶� Y � �9� a pour base(canonique)�x���E�9�/� : �E� A �E� Y 2 et que [ estainsi de dimen-
sion5. Cherchonssi lesquatrepolynômes� , ��(�� < �C+ , ��(�� < �C+�(�� < O + et ��(�� < �0+�(�� < O +�(�� < �$+
formentou non unefamille libre de vecteursde [ : soientdonc À , Á , Â et Ã quatrescalairesréelstels
que: À ��8´Á���(�� < �0+689Â{�Ì(�� < �0+�(�� < O +&8§ÃC��(�� < �C+�(�� < O +�(�� < �$+,�-� . En faisant�×�¯� , on
a À �-� ; enfaisant�µ� O

,
O À 8 O ÁB��� , d’où ÁB�1� ; enfaisant�µ�1� , � À 8 ¸ Á"8 ¸ Ây�1� , d’où Ây�-� ;

enfinenfaisantparexemple��� P
et entenantcomptede À �\ÁÖ��ÂB�\� , on a

O P Ã]�\� , d’où Ã]�\� .
Le syst̀emedevecteurs�C���E��(�� < �0+%�E��(�� < �0+�(�� < O +��/��(�� < �0+�(�� < O +�(�� < �$+@2 estdonclibre
dans[ et le sous-espace�±� Vect (m�9�/��(�� < �0+%�E��(�� < �C+�(�� < O +��E��(�� < �0+�(�� < O +�(�� < �$+E+ est
doncdedimension4.Toutpolynômeconstant4x¨���4?¨³ØD� de [ apourimagepar i le nombre4?¨ dans� ;
doncpourtout réel Å de � , on peutprendrepourant́ećedentde Å par i le polynômeconstantÅ¦��ÅÔØG�
de [ : doncl’applicationlinéairei estbiensurjectivede [ dans� , et t�z3iB�1~&�q� Im i§��~&���Ä� �\� .
D’où : ~&�q� rBsDtui ��~&�q� [ < t�z3iÄ�Ù
 < �]� P

. Or � estinclusdansrBsDtui , carpour tout polynôme���14$�¯8 ` ��(�� < �0+68 b ��(�� < �0+�(�� < O +>8´!$��(�� < �C+�(�� < O +�(�� < �$+ de � , � estenfacteurdans� , et on a �)(*�$+F�_� , c’est-̀a-dire ij(*�Z+­�-� . Il enrésulteque � estun sous-espacevectorieldel’espace
vectoriel rBsDtui ; or il amêmedimensionquelui : doncils sontégaux,i.e. rBsDtui§�_� .


