UNIVERSIT E PARIS VIII Algébrelinéairel
DEUG LIT 1998-99

Examenpartiel du 17 decembre 1998

1. (2 points) DansFFs = Z/5Z , anneaulesclassesésiduellesmodulo5, donnerla tablede I'addition
et celledela multiplication; peut-ondéciderauvu de cestablessi F5 estun corps?

2. (4 points) Soit F' 'ensembledespolyndbmesdedegré < 3 qui s’annulenten0 etenl:
F={PeR[X], d°P <3, P(0)=0, P(1)=0}.

a/ Montrerque F' estun espacevectorielsurR .

b/ Montrerquetoutvecteurde F' estun polyndbmedelaformea; X +ay, X? — (a; +a2) X3, etendéduire
que{X — X3 X? — X3} estunsysemegérérateurde F' .

c/ Montrerque{X — X3, X? — X3} estenfait unebasede F', etendéduirela dimensionde F'.

1 1 1 0
. . 2 -1 0 1
3. (4 points) Montrer que le sysemede vecteurs sl il 11l o forme une basede
4 1 0 1
R* surR etcalculerlescoordon@esdu vecteur danscettebase.

oo o

1) a/Sor HES .
4. (8 points) a/ SoientdansE = R? lesvecteursa = [1J , b= [QJ , € = llJ

1 1 1
- -5
Montrerque{@, b, ¢} estunebasedeR? etcalculerdanscettebasdescoordonigesde @ = | 2
-1
1 1 0
b/Soientw = | 0 |, 7 =|—-1|,wW =] 1 |,etsoity 'endomorphismaleR? défini par:
-1 0 —1
o(@)="u,p(b) =7, p(¢) = w. Déterminerescoordoneesde p(7) :
— 1 — 0 — 0
— d’aborddanslabasecanoniques @ = |0, 5 = |1,k =10 ;
0 0 1

— puisdansla base{ @, b, <}

c/ Verifierquew — ¥ — @ = 0 ; endéduireque@ — D -7 ¢ Kero.
d/ Montrerque{@ , 7"} estunebasede Im¢ ; endéduirela dimensionde Kery etendonnerunebase
(onrappellequerg(p) = dim E — dim Kery).

5. (6 points) Soit E = R,[X] I'espacevectoriel despolyndmesa coeficientsréels,de degré < 4;
endonnemunebaseetla dimensionOnconsiceredansE lesvecteurs X, X (X —1), X(X —1)(X —2),
X (X —1)(X —2)(X —3). Cesvecteurssont-ilslinéairemenindépendant8On noteral” le sous-espace
vectorielde E' qu’ils engendrentQuelleestsadimensior?

Soity : E — R laformelinéairedéfinie paro(P) = P(0). Montrerquey estsurjectie, etdoncde
rangl (indication: lespolyndbmesconstantgont partiede F); quelleestla dimensiorde Kery ? Montrer
queV C Keryp etendéduirequeKerp = V.
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1. Lestablesdemanéessont: 51513111011 et T3 21113
313[4(0]112 310(3[1(41]2

414(0(1]213 4101413121

On constatesur cestablesque, en admettant’associatvité deslois + et x dansFs, que (Fs, +) est
un groupecommutatif(élementneutre0) et que(F;, x) estégalementun groupecommutatif(élement
neutrel), puisquetout élementnonnulauninverse 1 x 1 =1,2x3 =1,3x2=1,4x 4 = 1.
Il resteraitdoncencorea vérifier queleslois + et x sontassociaties,et x distributive sur+ (ce qui
résultedecesproprietespour+ et x dansz) pourobtenirqueFs estbienuncorps,d’ailleurscommutatif.

2. al Soient P et () desvecteurs(polyndmes)de F', et soient\ et ;1 desréelsquelconquesll faut
vérifierque\ P + u @ sontaussidansF'. D’abord(avecla corventiond®0 = —o0), d°AP < d°P < 3,
d°p@ < d°Q < 3,etd’(AP+pQ) < max(d°p,d°Q) < 3; ensuitg AP +uQ)(0) = AP(0)+41Q(0) =0
et(AP+p@Q)(1) = AP(1) 4+ pQ(1) = 0, doncAP + u@ estbienun élementde F. F' estunsous-espace
vectorieldeR [ X ], etdoncbienun espacevectorielsurR .

b/ Tout polyndme P deR 3[X| s'écrit: P = ag + a1 X + a2 X% + a3 X3, avecag, a1, as, az réelsquel-
conques si P € F,onadeplus: P(0) = 0 etP(1) = 0, soitag = 0 etay + a; + as + a3 = 0, Soit
encoreP = a; X + ay X? — (a3 + a2) X3 = a1 (X — X?) + a9(X? — X?3), aveca, eta, quelconques
F estdoncl’ensembledescombinaisonginéairesa coeficientsréelsde X — X3 et X2 — X3, Cesdeux
polyndmesformentdoncbienun sysemegérérateurde F'.

c/ Pourmontrerque {X — X3 X? — X3} estunebasede F, il sufit doncde montrerquec’estun
sysemelibre. Orsi A(X — X3) + u(X? — X?) = 0, enfaisantX = —1, onobtient2; = 0, etenfaisant
parexempleX =2, -6\ —4p =0,d'ou )\ =p=0:{X — X3, X?— X3} estdoncbhienunebasede
F, qui estainsidedimensior.

3. Il suffit demontrerquele syseémeestderang4 ; or

1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
rg 2 —1 0 1 —rg 2 -3 —2 1 —rg 2 1 -2 -3
31’ —=1(11]’{0 31'{—41’1—-21"]0 31'{01’1—-2]1"|—4
4l | 1] o] |1 4] |-3] |-4] |1 Al |1] [-4] [-3
1T o]l o 0 \ 11 [ol[o]To
=rg 2 L 0 0 =rg 2 1 0 0 = 4 carcederniersysemeest
31’0’1 —-21]"|—-4 31’0’1 =21"10
4 1 -2 0 4 1 -2 4
échelon®: unecombinaisorinéairenulle de ces4 vecteursesta coeficientstousnulscar:
1 0 0 [0 [0
2 1 0 0 0f. . . L,
al, + 0 0 + 9 +6 ol = 1o impligueimmédiatementy = =~y =6 = 0.
4 1 —1 2 0

Cesystmede 4 vecteursestdonclibre dansun espacevectorielde dimension4 : c’estdoncunebase

deR* surR . Pourcalculerdanscettebaseles coordoni@esdu vecteur deR?, il fautrésoudrde
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. . . . . . 1
Onentire: 2x — 2y = —1 (3¢ ligne - 1° ligne) et 2x + 2y = 0 (4° ligne - 2¢ ligne),d'ou z = ~21 et

1 Ly . .
y=7 Onendéduitimmédiatementenreportantcesvaleursdex ety dansdes1® et4° lignes,quez = 1

1 1 1 [ 1 0

3 ... |0l 1]2 1] -1 0 1
ett_Z,dou. ol == 7lsl 2l 11l T2 lo
0 4 1 0 1

4. a/ Commedansl’exercicepréeccdentcalculonde rangdu syseme{ @, 7, }:

omerarame e 1TV AT TR 101 o

3 =Trg | T )
L] (2] (1)) A\ 1] [ ~2] | 1)
cederniersyseémeestécheloné (mémeargumentgu’al’exerciceprécdent)ll enrésultequele syseme

g . , .
{7, b ,?}, libre dansR?, enestunebasePourcalculerlescoordoni@esde =~ danscettebasejl faut

déterminera, 3, v, réels telsque:

-5 1 3 0 a + 38 = — 9
T=|2|=al|l|+p|2|+y|1],s0it:8 a + 26 + v = 2
-1 1 1 1 a + 8 4+ 7 =-1

Onentire immédiatement 3 = 3, d'oll v = —14, etenfiny = 10, soitw = —14@ + 3D +107C.
b/ Parlinéarig,ona: o(7) = —14p(a@) + 3p( b ) + 10p(¢) = —147 + 37 + 10, Soit:

—11
o(T)=1| 7 | = —117-1—77—1—4?. Et pourtrouverlescoordoneesa, 3,y de p(T") dansla base
4
{@, s <} deR3, il fautdoncrésoudrd’ équatioren(a, 8,7): a@ +870 +yC=—117 +77F +4%,
a+ 30 = — 11 .
soit: ¢ a+ 26 + vy = 7 .Ontrouve3=3, a=—20, v=21, s0itp(7T)=—20a+3 b+217C.
a+ f +vy= 4

c/ On vérifie sanspeineque @ — @ — @ = 0, cesta-dire p(a@) — @(7) —p(?) = 0, ie.
— . —

p(@-b-7)=10,ie.@—b —7C € Kero.

d/ Comme{w, v, w} estlimage pary dela base{?, 7, ?} deR3, Im ¢ = Vect(w, 7, W) =

Vect(w, @) puisquew = @ — v. Or {w, v} estlibre, puisquesi \uw + p@ = 0,ona\ =0 et
p =0 (3 et2® coordoneesde \w + p@). Donc{w, v} estunebasedeIlm ¢, etrgy = 2. Etcomme
dim Kerp =dimE —rgp = 3 — 2 = 1, Kerp estdedimensionl ; on enconndt unvecteumonnul :

6’—7—?,d’apréslec/;donc{ﬁ’—?—?}: [:3} estunebasede Ker.
1

5. On saitque E=R4[X] a pour base(canonique){1, X, X%, X3 X*} et que E estainsi de dimen-
sion5. CherchonsilesquatrepolyndmesX, X (X —1), X (X —1)(X —2) et X (X —1)(X —2)(X —3)

formentou non unefamille libre de vecteursde E': soientdonca, 3, v eté quatrescalairegéelstels
que: aX + X (X — 1) +4yX(X - 1)(X —=2)+ 6X (X —1)(X —2)(X — 3) = 0. EnfaisantX = 1, on

aa = 0;enfaisantX = 2,2a+28 =0,dou s = 0; enfaisantX = 3,3a+68+6y =0,douy =0;

enfinenfaisantparexempleX = 4 etentenantcomptedea = =~y = 0,0na246 = 0,d’oué = 0.

Le sysemede vecteurs{ X, X (X — 1), X(X — 1)(X —2), X(X — 1)(X — 2)(X — 3)} estdonclibre

dansF etle sous-espact =Vect(X, X (X — 1), X(X - 1)(X —2), X(X — 1)(X —2)(X — 3)) est
doncdedimension4. Tout polyndmeconstant, = aq . 1 de E apourimagepary le nombrea, dansR ;

doncpourtoutréely deR , on peutprendrepourangecdentdey par e le polynbmeconstanty = y. 1

de E : doncl'applicationlinéairey estbiensurjectvede F dansR , etrgy = dim Im ¢ =dimR = 1.

D'ou: dim Kerp = dimF — rgp =5 —1 = 4. Or V estinclusdansKery , carpourtout polyndome
P=aX+bX(X-1)+cX(X-1)(X—-2)+dX (X —-1)(X —2)(X —3)deV, X estenfacteurdans
P,etonaP(0) = 0, c'esta-direp(P) = 0. Il enrésultequel” estun sous-espaceectorieldel’espace
vectoriel Kery ; oril amémedimensionquelui : doncils sontégaux,.e. Kerp = V.



