UNIVERSIT E PARIS VIII Algebrelinéairell
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Examenpartiel du 13 avril 1999(suivi de soncorrigé)

1 1 0 1
. . 0o 1 -1 -1 . . .
1. (4 points) Montrerquela matriceA = 0 1 1 -1 estinversibleet calculersoninverse
-1 1 0 1

(parexempleparla méthodedu pivot).

Xz
2. (6 points) DonnerdansR* = z , ct€eERyeR z€RteR} deséquationgpour chacun
t
1 0 1
: . N -1 = -1 _ 0
desdeuxsous-espacesgctoriels F', engende para = 1l b = L1 e=10 etG,
1 0 —1

1 1
. 7 1( 0 4. , .
engende par d = 11 e=14 ? = . Montrerque F' + G = R*; donnerdeséquations
0

1
de F() G; endéduireunebaseetla dimensionde F'( G.

O = = O

1 0 0
3. (8 points) Soity 'endomorphismeleR? munidelabasecanoniquegl &7 (0| ,e; [ 1] ,e3 |0
0 0 1
défini parp(er) = —2&; + 2e3, ¢(e) = e + 3¢5 + €3, etyp(e3) = 3e7 + 363 + &.

Donnerla matriceA de ¢ dansla basecanonique.

Montrerque,siw = e/ +e — €3, v =€ —¢€ + &3, etwW = e/ + e +¢é3,{w, v, W} estune
basedeR?. Quelleestla matricede passage’ dela basecanoniquealabase{ ', @', w } ? Calculer
soninverseP 1.

Quelleestla matrice A’ de danslabase{w, v, w}?

Calculer A, pourn € N, etet’, pourt € R, et endeduire A” et ¢! (on rappelleque si

A0 0 e 0 0
A'=10 pu 0],alorse™™ = 0 e 0 |,etquesid= PA'P ' alorse! = P4’ P1).
0 0 v 0 0 e~
4. (8 points)

a/ Résoudrde sysemeenz,, 3, 3 :

ry + o + Ty = 1
1 + 229 +
1 + 2%z9 + 3%z3 = 0

b/ Résoudredle mémele sysemeenx, 25, T3, T4 :

w
8
w
Il
(e

Ty + T + T3 + Ty = 1
xr, + 2.T2 + 3.’L‘3 + 4.T4 0
xr, + 22.T2 + 32.’L'3 + 42.T4 0
ry + 23$2 + 33(1)3 + 43.T4 = 0



c/ Plusgéréralementpn seproposederésoudrde sysemeenzy, xs, ..., T,

ry + 9 + ... + T, = 1
r1 + 2n_13}'2 + ... + n"_lxn =0

Est-ceun sysemede Cramef? N.B.: onrappellela valeurd’un déterminantde VanderMonde

1 1 1
z T Tn
' :2 = H(‘/L"L m])
ot gt ! i
!
MontrerqueVk(l < k < n),z; = (—1)*1C2, ou Cp = ﬁ
A\n— .

(Onpourramontrerque,dansla formulede Cramerdonnantz;,, endéveloppante déterminantu
n

, R , n!
numérateurparrapportala k¢ colonne enmettantenfacteurle terme(—1)**! H 1= (—1)’“*1?,
i=1#k
on obtientun autredéterminanide VanderMondegd’ordre n — 1, ol ne figure pasla colonnedesk?
(0 < j < n — 2), determinantdontla valeurestdonc(—1)*+! H (1 — j), etoneffectuerdes
o - _L<y<i<n,iZk.j7k
simplificationsqui s'imposententrenumérateuret dénominateuy



Corrig é del'examen partiel d’Alg ebre Lin éairell du 13 avril 1999

1 1
01 -1 -1 vl L] 2 -2
1l.det A = =1 1 —-1|=1|2 0 -2|=2 = 8 # 0,doncA
0 11—l 2 0 2 2 0 2 2 2
0 2 0 2
estinversible.
Calculde A1
T 4+ y + ¢t =100 0
y — 2z —t =012020
y + 2z —t =0010
-z + y + t =000 1
soit:
r + y + t =1 000
y — 2z — t =0 1 00
2y + 2t =1 00 1 (NB.:ly+1)
soit:
r + vy + t = 1 0 0 0
y — z — t = 0 1 0 0
z = 0 —-1/2 1/2 0
z 4+ 2t = 1/2 -1 0 1/2 (NB.:3(la+1l)—1)
soit:
T 4y + t = 1 0 0 0
y — 2z — t = 0 1 0 0
z = 0 -1/2 1/2 0
t = 1/4 —-1/4 —-1/4 1/4
soit:
r + y + t = 1 0 0 0
y = 1/4 1/4 1/4 1/4
z = 0 —1/2 1/2 0
t = 1/4 —1/4 —-1/4 1/4
soit:
x = 1/2 0 0 —1/2
Y = 1/4 1/4 1/4 1/4
z = 0 —1/2 1/2 0
t = 1/4 -1/4 -1/4 1/4
d’ou enfin:
1/2 0 0 —1/2
A1 1/4  1/4 1/4 1/4

0 -1/2 1/2 0
1/4 —1/4 —1/4 1/4



2. Toutd’abord,le sys’éme{ , 7, 7, 7} estderangmaximal4, car:

1 0

1 1 1 1
-1 -1 1 -1 -1
det (7.7.2.4)=77 7 o =121 1 o 1l=|-1 1 o1=|-2 0 2
-1 1 0 1 -1 1 0 1 9 0 2 9 0 2
1 0 -1 1 2 0 0 2
:‘_22 Z‘z—S#O,donchLG:R‘*.
X
Soitw = g unvecteurquelconqueleR*. Uneéquatiorde F' est: det (E’, 3), T, 7) = 0, soit:
t
1 0 1 =z 1 0 1 T
1 -1 0 y| |-1 =1 0 g b=y -Lo-ly
= =|-1 1 z |=|-2 0 y+z
D N Rt 2 0 z+t 2 0 z+t
1 0 -1 ¢ 2 0 0 z+t¢
|72 y+z|_ P , . ] _
9 pat|T 2(x+y+2z+1t)=0,i.e.uneéquatiorde Fest z +y+ z+t = 0.

De méme,uneéquationde G est: det (7, e, T, 7) = 0, soit:

1 1 0 « 1 1 0 T
101 gyl |1 01 vy L1y L1y 1 22—z
= =—|10 1 2—2z|=—=|0 1 z—z|=-—
1 1 1 =z 0 01 z—2x 1 0 y 0 -1 ¢— -1 t—y
100 ¢t |1 00 ¢ y
=x+y—z—t=0,i.e.uneéquatiordeGest x +y — 2z —t =0.
Deséquationsle F'() G sontdonc:
r + vy + 2z +t =0 |z +y =0 Lo _
{x Yoy - 2 -t = O’SOIt'{z Lt o= 0 ,Solt: y = —zx ett = —z,
1 0
avecz etz quelconquedJdnebasede F' () G estdonc: _01 , (1) , etsadimensionest2.
0 -1
0 1 3 1 1 1 1 0 0
33A=|-2 3 3|;det(w, 7, @W)=|1 -1 1|=|1 =2 0|=-4+#0,donc
2 1 1 -1 1 1 -1 2 2
1 1
{@, 7, W} estbienunebasedeR3,etP = | 1 -1 1
-1 1 1
Calculde P71
r + vy + 2 =100 z + y + 2z = 100
r — y + 2z =01 0,so0it:{  — 2y -1 1 0 ,soit;
-z + y + 2z =001 2y + 2z = 1 0 1




T + oy + =1 00 T =31 0 —3
y 3 —2 0 ,soitencore y > —32 0 ,et
=0 5 s=0 o
1 0 _1
2 2 ya .- g -
Pl=1|35 —5 0 | (vérification: PP~ =1).
1 1
0 3 2
0 =370 1 3][1 1 1 -2 0 0
A=P'"AP=1|5 —5 0| [|-2 3 3|1 -1 1|=]0 20
0 & 3 2 1 1] [-1 1 1 0 0 4
(=2 0 0 [e‘zt 0 0
OnendéduitquedA™ =| 0 2* 0 |etquee =| 0 €* 0
0o 0 4 [ 0 0 e
d'ol: A" = pPA™p-
11 120 0 0] [h 0 —p] [ egm G
=1 -1 1 0 2" 0 ; —3 o2 <*2);‘72" 44" 4"—(2—2)n
-1 1 1 0o o0 4|0 I I (2 gran ani(o2)
- - 2 2 2 2 2
etdeméme: e!4 = Pet4' P!
_ - e2t o2t At g2t edt _p—2t
1 1 1 e_Zt 0 0 % 0 _% 2+t2 2t 4t2 2t 4t 2 2t
— 1 -1 1 0 62t 0 1 _1 0 — e “'—e e’+e e*t—e”
_1 1 1 0 0 €4t 6 l2 l e2t_28—2t e4t362t e4t_|_2€—2t
- - 2 2 2 2 2

4.a/Onobtient,parcombinaisondinéairesdelignes(enretranchantiechaqudigne,apartirdela 2¢,

T + To + Ty =
la ligne précedente) Ty + 2x3 =
2$2 + 61‘3 =
soit: (31‘1,.7)2,21?3) = (3, -3, 1)
T + T + T3
. . . Ty + 2(1)3
b/ On obtientde mémeici :
21E2 + 6(1)3
4xy + 18x3
1y + X2 + X3 + ry, = 1
Ty + 2$3 + 3.’L‘4 = -1 .
2:53 + 6.’L‘4 = 2 ’SOIt'
6:53 + 24.’L‘4 =0

(xl’ T2, X35 ‘/E4) = (47 _67 47 _1)

1

-1,

0

+ 4+ + +

T

Soit:

Ty
3.’134
12.T4
48%4

+ X9
)

I

+ Z9

X3

+ 2333

X3

)

+
+

c/ A l'ordre n, le determinantu sysemeestle determinantieVanderMonde | -

1<j<i<n

1

—1 , S0it:

+ Ir3 = 1
+ 2.T3 = -1 y
23?3 = 2

Ty = 1
31‘4 = — .
3, = 1 , SOIt:
61‘4 = —6

1 1

2 n
2nl—1 nn.—l

H (1 — j) # 0, puisquedansce produit,on atoujoursi # j. Doncle sysemeestde Cramer



Commeindigué dansle texte, la formule de Cramerpour x;, s'écrit:

]. 1 e 1 1 1 . 1
1 2 ... k-1 0 k+1 ... =n
S 12t k=1t 0 (k+D)t L opnt
£ 1 1 1
1 2 n
1 2ont nn1
1 2 k—1 k+1 n
Capnl L2 (=) ()
1 1 1
1 2 n
1 2n-t nn-1
n—2 _ n—2 1 n—9 n—2
= (=12 (k=1).(k+1).....n 1 2 (k—1) (k+1) n
1 1 1
1 2 n
1 2nt nn—1
I -9
= (—1)’€+13!15j<i5m¢k,#k _ (=1)*'n! _ (=1)ktHnl
b IT G- kI k-5 [ G-k (R=Dk(n-k)
tsg<isn 1<j<k~1 k+1<i<n

— (_1)k+10k.



