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1. (4 points) Montrerquela matrice���
���
�

� � � �� � 	
� 	
�� � � 	
�	
� � � �
�
��
� estinversibleetcalculersoninverse

(parexempleparla méthodedupivot).

2. (6 points) Donnerdans ��� =

���� ���
���
�

� �
� �

� ��
��� ��� � � � � � � ��� � � � � �

� ��!��" deséquationspour chacun

desdeuxsous-espacesvectoriels: # , engendŕe par
	$ % �

���
�

�	
�	
��
� ��
� ,

	$'& �
���
�

�	
���
� ��
� ,

	$'( �
���
�

���	
�
� ��
� , et ) ,

engendŕe par
	$+* �

���
�

����
� ��
� ,

	$
, �
���
�

�� ��
� ��
� ,

	$.- �
���
�

� ���
� ��
� . Montrerque #0/1)2��� � ; donnerdeséquations

de #435) ; endéduireunebaseet la dimensionde #435) .

3.(8points)Soit 6 l’endomorphismede ��7 munidelabasecanonique

�� � 	$ ,98 �� ���
�� � 	$ ,;: �� � ��

�� � 	$ , 7
�� �� �

�� � !
" ,

défini par 6=< 	$ ,98;> � 	@? 	$ ,;: / ? 	$ , 7 , 6=< 	$ ,;:9> � 	$ ,98 /BA 	$ ,;: / 	$ , 7 , et 6=< 	$ , 7 > �CA 	$ ,98 /5A 	$ ,;: / 	$ , 7 .
Donnerla matrice� de 6 dansla basecanonique.
Montrerque,si

	$ D � 	$ ,98 / 	$ ,;: 	 	$ , 7 ,
	$ E � 	$ ,98 	 	$ ,;: / 	$ , 7 , et

	$ F � 	$ ,98 / 	$ ,;: / 	$ , 7 , G 	$ D � 	$ E � 	$ FIH
estune

basede ��7 . Quelleestla matricedepassageJ dela basecanoniquèa la baseG 	$ D � 	$ E � 	$ F�H
?Calculer

soninverseJLK 8
.

Quelleestla matrice�NM de 6 dansla baseG 	$ D � 	$ E � 	$ F�H
?

Calculer � M O , pour P �RQ , et
,TSVUXW

, pour

� � � , et en déduire � O et
,TSVU

(on rappelleque si� M � ��ZY � �� [ �� � \
�� , alors

,TSVU]W � �� ,;^ S � �� ,T_ S �� � ,a` S
�� , et quesi �C�CJb� M J K 8

, alors
,TSVU �CJ ,TSVUXW J K 8

).

4. (8 points)
a/ Résoudrele syst̀emeen � 8 � � : � � 7 :�� � � 8 / � : / � 7 � �� 8 / ? � : / A � 7 � �� 8 / ? : � : / A : � 7 � �
b/ Résoudredemêmele syst̀emeen � 8 � � : � � 7 � � � :���� ��� � 8 / � : / � 7 / � � � �� 8 / ? � : / A � 7 / c � � � �� 8 / ? : � : / A : � 7 / c : � � � �� 8 / ? 7 � : / A 7 � 7 / c 7 � � � �



c/ Plusgéńeralement,on seproposederésoudrele syst̀emeen � 8 � � : �TdadadT� � O :����� ����
� 8 / � : / dadad / � O � �� 8 / ? � : / dadad / P � O � �

...
...

. . .
...

...� 8 / ? O K 8 � : / dadad / PeO K 8 � O � �
Est-ceun syst̀emedeCramer? N.B. : on rappellela valeurd’un déterminantdeVanderMonde:ffffffff

� � dTdad �� 8 � : dTdad � O...
...

. . .
...� O K 88 � O K 8: dTdad � O K 8O

ffffffff �hg ikj9lm< � i 	 � l >
.

Montrerque npoq< �
r o r P > � �Zs �t< 	u� > swv 8yx Os , où
x Os � P{zoqz|<}P 	 o > z .

(Onpourramontrerque,dansla formuledeCramerdonnant�Zs , endéveloppantle déterminantdu

numérateurparrapportà la om~ colonne,enmettantenfacteurle terme < 	
� > swv 8 OgiV� 8�� i}�� s�� ��< 	u� > swv 8 P�zo ,

on obtientun autredéterminantdeVanderMonde,d’ordre P 	��
, où nefigurepasla colonnedes o l

(
��r4��r P 	�?

), déterminantdontla valeurestdonc < 	
� > swv 8 g8�� lw��i � O � i}�� s � la�� s< � 	�� >
, etoneffectuerales

simplificationsqui s’imposententrenumérateuretdénominateur.)



Corrig éde l’examenpartiel d’Alg èbre Lin éaire II du 13 avril 1999

1. �����Z���
ffffffff

� � � �� � 	
� 	
�� � � 	
�� ? � ?
ffffffff � ffffff

� 	u� 	u�� � 	u�? � ?
ffffff � ffffff

� 	
� 	
�? � 	�?? � ?
ffffff � ? ffff ? 	@?? ? ffff ������ �

, donc �
estinversible.

Calculde � K 8
:���� ��� � / � / � � � � � �� 	 � 	 � � � � � �� / � 	 � � � � � �	 � / � / � � � � � �

soit:���� ��� � / � / � � � � � �� 	 � 	 � � � � � �? � � � 	
� � � <�� d��Nd���� 7 	 � :�>? � / ? � � � � � � <�� d���d���� � / � 8 >
soit:���� ��� � / � / � � � � � �� 	 � 	 � � � � � �� � � 	
�¢¡£? �¢¡¤? �� / ? � � �;¡£? 	
� � �¢¡¤? <¥� d���d�� 8: < � � / � 8¦> 	 � :w>
soit:���� ��� � / � / � � � � � �� 	 � 	 � � � � � �� � � 	
�¢¡£? �;¡£? �� � �¢¡ c 	
�¢¡ c 	u�;¡ c �¢¡ c
soit:���� ��� � / � / � � � � � �� � �¢¡ c �¢¡ c �¢¡ c �;¡ c� � � 	
�¢¡£? �¢¡¤? �� � �¢¡ c 	
�¢¡ c 	u�;¡ c �;¡ c
soit:���� ��� � � �¢¡¤? � � 	u�¢¡¤?� � �¢¡ c �¢¡ c �¢¡ c �¢¡ c� � � 	
�¢¡£? �¢¡£? �� � �¢¡ c 	
�¢¡ c 	
�¢¡ c �¢¡ c
d’où enfin:

�
K 8 �
���
�

�¢¡¤? � � 	u�;¡£?�¢¡ c �;¡ c �¢¡ c �¢¡ c� 	
�¢¡£? �¢¡£? ��¢¡ c 	
�¢¡ c 	
�¢¡ c �¢¡ c
� ��
� .



2. Toutd’abord,le syst̀eme § 	$ % � 	$ & � 	$ ( � 	$ *©¨
estderangmaximal4, car:

���ª�¬« 	$+% � 	$ & � 	$'( � 	$+*b­ �
ffffffff

� � � �	
� 	
� � �	
� � � �� � 	
� �
ffffffff �

ffffffff
� � � �	u� 	u� � �	u� � � �? � � ?

ffffffff � ffffff
	u� 	u� �	u� � �? � ?

ffffff � ffffff
	u� 	
� �	@? � ?? � ?

ffffff
� ffff 	�? ?? ? ffff � 	 ���� �

, donc #®/B)¯�°� � .

Soit
	$ D �

���
�

� �
� �

� ��
� unvecteurquelconquede � � . Uneéquationde # est: ���ª� « 	$ % � 	$ & � 	$ ( � 	$ D ­ � �

, soit:ffffffff
� � � �	u� 	
� � �	u� � � �� � 	
� �

ffffffff �
ffffffff

� � � �	u� 	u� � �	u� � � �? � � � / �
ffffffff � ffffff

	u� 	
� �	u� � �? � � / � ffffff � ffffff
	u� 	u� �	@? � � / �? � � / � ffffff

� ffff 	�? � / �? � / � ffff � 	�? < � / � / � / � > � �
, i.e. uneéquationde # est: � / � / � / � � �

.

Demême,uneéquationde ) est: ����� « 	$+* � 	$±, � 	$ - � 	$ D ­ � �
, soit:

ffffffff
� � � �� � � �� � � �� � � �

ffffffff �
ffffffff

� � � �� � � �� � � � 	 �� � � �
ffffffff � 	 ffffff

� � �� � � 	 �� � � ffffff � 	 ffffff
� � �� � � 	 �� 	u� � 	 � ffffff � 	 ffff � � 	 �	
� � 	 � ffff

� � / � 	 � 	 � � �
, i.e. uneéquationde ) est: � / � 	 � 	 � � �

.

Deséquationsde #B3B) sontdonc:² � / � / � / � � �� / � 	 � 	 � � � , soit:

² � / � � �� / � � � , soit:

� � 	 � et

� � 	 � ,

avec � et � quelconques.Unebasede #B3B) estdonc:

���� ���
���
�

�	u���
� ��
� �

���
�

�� �	
�
� ��
�

� ��!��" , et sadimensionest2.

3. �°� �� � � A	�? A A? � �
�� ; �����³< 	$ D � 	$.E � 	$ F > � ffffff

� � �� 	
� �	
� � �
ffffff � ffffff

� � �� 	@? �	u� ? ?
ffffff � 	 c��� �

, donc

G 	$ D � 	$ E � 	$ FIH
estbienunebasede � 7 , et Jh� �� � � �� 	u� �	
� � �

�� .

Calculde JLK 8
:�� � � / � / � � � � �� 	 � / � � � � �	 � / � / � � � � � , soit:

�� � � / � / � � � � �� 	 ? � � 	u� � �? � / ? � � � � � , soit:



�� � � / � / � � � � �� � 8: 	 8: �� � � 8: 8: , soit encore:

�� � � � 8: � 	 8:� � 8: 	 8: �� � � 8: 8: , et

JLK 8 � �� 8: � 	 8:8: 	 8: �� 8: 8:
�� (vérification: JuJ´K 8 �°µ ).

� M ��J´K 8 �@J¯� �� 8: � 	 8:8: 	 8: �� 8: 8:
�� �� � � A	@? A A? � �

�� �� � � �� 	
� �	u� � �
�� � �� 	�? � �� ? �� � c

�� .

On endéduitque �NM O
� �� < 	�? > O � �� ? O �� � c O
�� et que

, SVU W � �� , K : S � �� , : S �� � , � S
��

d’où : �¶O
��Jb�NM O¤J K 8
� �� � � �� 	
� �	
� � �

�� �� < 	�? > O � �� ? O �� � c¤O
�� �� 8: � 	 8:8: 	 8: �� 8: 8:

�� � ��
:¸· vZ¹ K :�º'·: � · K :¸·: � · K ¹ K :�º'·:¹ K :�ºV· K :¸·: � · v :¸·: � · K ¹ K :�º'·::¸· K ¹ K :�º'·: � · K :¸·: � · vZ¹ K :�º'·:

��
et demême:

, SVU �CJ , SVUXW JLK 8
� �� � � �� 	
� �	
� � �

�� �� , K : S � �� , : S �� � , � S
�� �� 8: � 	 8:8: 	 8: �� 8: 8:

�� � ���»¸¼¾½ v »y¿¢¼¾½: »�ÀÁ½ K »¸¼¾½: »�ÀÁ½ K »Â¿¢¼¾½:
» ¿;¼¾½ K » ¼¾½: » ÀÁ½ v » ¼¾½: » ÀÁ½ K » ¿¢¼¾½:
»¸¼¾½ K »y¿¢¼¾½: »�ÀÁ½ K »¸¼¾½: »�ÀÁ½ v »Â¿¢¼¾½:

�� .

4.a/Onobtient,parcombinaisonslinéairesdelignes(enretranchantdechaqueligne,àpartirdela 2~ ,
la ligne préćedente):

�� � � 8 / � : / � 7 � �� : / ? � 7 � 	
�? � : / Ã � 7 � � , soit:

�� � � 8 / � : / � 7 � �� : / ? � 7 � 	
�? � 7 � ? ,

soit: < � 8 � � : � � 7 > �t<¥A � 	 A � � >
b/ On obtientdemêmeici :

���� ��� � 8 / � : / � 7 / � � � �� : / ? � 7 / A � � � 	
�? � : / Ã � 7 / �¢? � � � �c � : / � � � 7 / cÄ� � � � � , soit:

���� ��� � 8 / � : / � 7 / � � � �� : / ? � 7 / A � � � 	
�? � 7 / Ã � � � ?Ã � 7 / ? c � � � � , soit:

���� ��� � 8 / � : / � 7 / � � � �� : / ? � 7 / A � � � 	
�� 7 / A � � � �Ã � � � 	 Ã , soit:

< � 8 � � : � � 7 � � � > ��<¥c � 	 Ã � c � 	
� >
.

c/ À l’ordre P , ledéterminantdusyst̀emeestledéterminantdeVanderMonde:

ffffffff
� � dadTd �� ? dadTd P
...

...
. . .

...� ? O K 8 dadTd P O K 8
ffffffff� g8�� l���i � O < � 	I� > �� �

, puisquedansceproduit,ona toujours � �� �
. Doncle syst̀emeestdeCramer.



Commeindiquédansle texte, la formuledeCramerpour �Zs s’écrit:

�Zs �
ffffffff

� � dadad � � � dadad �� ? dadad o 	Å� � ob/ � dadad P
...

...
...

...
...

...
...

...� ? O K 8 dadad <�o 	®� > O K 8 � <�ob/ � > O K 8 dadad PqO K 8
ffffffffffffffff

� � dTdad �� ? dTdad P
...

...
. . .

...� ? O K 8 dTdad P O K 8
ffffffff

�t< 	
� > swv 8
ffffff

� ? dadad o 	®� ob/ � dadad P
...

...
...

...
...

...
...� ? O K 8 dadad <¸o 	Å� > O K 8 <�o
/ � > O K 8 dTdad PqO K 8 ffffffffffffff

� � dTdad �� ? dTdad P
...

...
. . .

...� ? O K 8 dTdad P O K 8
ffffffff

�t< 	
� > swv 8 d ? dadadadªd <�o 	Å� > d <¸ob/ � > dadadTdªd P
ffffffff

� � dadad � � dTdad �� ? dadad o 	Å� ob/ � dadad P
...

...
...

...
...

...
...� ? O K : dadad <¸o 	Å� > O K : <�ou/ � > O K : dTdad P O K :

ffffffffffffffff
� � dadad �� ? dadad P
...

...
. . .

...� ? O K 8 dadad P O K 8
ffffffff

�t< 	
� > swv 8 P�zo
g8�� l���i � O � i}�� s � lT�� s< � 	�� >

g8�� l���i � O < � 	I� > � < 	
� > sÆv 8 P�zo g8�� l � s K 8 <¸o 	I� > gswv 8�� i � O < � 	 o > � < 	
� > swv 8 P�z<�o 	Å� > z�oÇ<¥P 	 o > z
�t< 	
� > swv 8 x sO .


