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1. (4 points) Dans
���

, ondonnelesvecteurs������ 	
��� �
 ���� ���� � 	
���� ���� ���� � 	
 � �� � ��
et �� � � 	
 
 �� �� .

Soient��� �����! #"%$ ��&� � ��'�)( et �+* �����! #"%$ �� � � �� �,( . Calculerle rangdessyst̀emesdevecteurs- ���� � ��'�/. ,- �� � � �� �0. , et - �� � � �� � � �� � � �� �0. . Donnerunebaseet la dimensionde ��� , �+* , �1�324�5* et �1�367�+* .
(Indicationpour ���367�+* : on pourradétermineruneéquationdela forme 8:9;2�<>=?2�@#A �CB

de �1� ,
puisde �5* , endéterminant8 , < , @ lorsquele vecteur

	
 9 = A
��

décritunebasede �1� , puisunebasede �+* , et

enfinrésoudrele syst̀eme D 8:9/24<>=E24@FA � B8HG'9I24<JGK=L2�@JGKA � B ainsiobtenupourtrouverunebasede �1�M67�5* .)
2. (4 points) Montrerquela matrice N � 	
O� � �� � � �� B � ��

estinversibleet calculersoninverseNQP � ,
parexempleparla méthodedupivot.

3. (4 points) Soient � , R , S trois espacesvectorielset T�UV� � R , WXUYR � S deuxapplications
linéaires.Ondemandedemontrerque: a/ si W estinjective,alorsrg ( W�Z+T ) = rg T ; b/ si T estsurjective,
alorsrg ( W?Z�T ) = rg W . (N.B. On rappelleque W estinjectivesi et seulementsi pourtout REG sous-espace
vectorielde R , dim ( W $ R G ( ) = dim ( R G ), etque T estsurjectivesi et seulementsi Im( T ) (= T $ � ( ) = R .)

4. (4 points) Soit [ l’endomorphismede
�\�

défini par: [ $ 9 ��^] 2_= ���` 2+A ��ba ( � 9/2c=E2�A
 $ ��^] 2 ��d` 2 ���a ( ,
où - �� ] � �� ` � ��da . estla basecanoniquede

�\�
. Montrerque [ estun projecteur(i.e. [IZ�[ � [ ). Donnerla

matricede [ dansla basecanonique.Déterminerunebaseet la dimensiondeIm [ etdeKer [ .

5. (6 points) Soientlessuites
$ 9fe ( ehgFi et

$ =he ( ejg!i définiespar : D 9felkm� � n 9fe � =he=je%km� � � 9fe12 n =he , où 9po et=qo sontdeuxréelsfixés.

a/ On poser;e � s 9fe=he�t . Exprimer r;elkm� enfonctionde r;e sousla forme rIe%km� � N1r;e , où N est

unematriceàdéterminer. Montrerparrécurrencesur u que r;e � N e r;o .
b/ Soit v l’endomorphismede

� * qui admet N pour matricedansla basecanonique; donnerla

matriceN1G de v dansla base- ��&� s �� t � ��'� s �� � t . de
� * (vérifierque - ���� � ��'�/. estbienunebasede

� * ).
c/ Calculer N G e et endéduire N e , puis rIe . On donne9po � � � =qo � �

: étudierle comportementde$ 9fe ( ehgFi etde
$ =he ( ejg!i à l’infini ; mêmequestionlorsque9po � � � =ho � � � .

6. (6 points) Soientdans
� �

lesvecteurs���� 	
O��B ��0� ���� 	
 B �� �� et �� � � 	
��B � �� .

a/Montrerque - �� � � �� � � �� �0. estunebasede
�\�

. Donnerla matricedepassagew dela basecanonique
à la base- ���� � ��d� � �� �0. etcalculersoninversew P � .

b/Soit vxU ��� � ���
l’endomorphismedontlamatricedanslabase- �� � � �� � � �� ��. estN1G � 	
 B � BB B �B B B �� .

Montrerque N1G � �CB
et endéduireque v � $y� v7Z�vzZ�v ( estl’endomorphismenul. Exprimerla matriceN de v dansla basecanoniquèa l’aide de N5G et w et la calculerexplicitement.Montrerque N � ��B

.
c/ Pour tout

�|{ �
, on consid̀ere l’endomorphisme}:~ de

� �
défini par }:~ � �H� 2 � vc2 �* � * v *

(où v * � v�Z/v ). Donnerles matrices��~ et �OG~ de }:~ dansles bases1/ canonique,et 2/ - ���� � ��'� � �� �0. ,
respectivement.Montrerque ��� { � � � �E{ � , }���k�~ � }��YZ�}:~ . Quevaut }�o ?Montrerque }:~ estpourtout�

un isomorphismede
� �

, et que ��U ���� ��~ estunmorphismedegroupesde
$ � � 2 ( dans

$y�Q� � $ � ( �H� ( .


